ННГУ. Учебный курс «Модели и методы конечномерной оптимизации».
Часть 2. Нелинейное программирование и многоэкстремальная оптимизация.     Из лекции 2.18

6.3 Одношагово–оптимальный метод на основе адаптивных стохастических моделей

Построим метод решения вспомогательной перестраиваемой задачи (6.5) 
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(6.5)

для исходной задачи с целевой вектор–функцией из класса ФL(D), т.е. с компонентами, удовлетворяющими условию Липшица с константами L1,…,LN.

Эквивалентная форма задачи:


( (f(y),S(Fk))( max, y(Y=D,
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Этап 1. Построение простой адаптивной стохастической модели, учитывающей, что f(ФL(D). 

Выполнено k измерений f(y): 

· Yk — множество точек измерений,

· Fk — множество результатов измерений.

Мы располагаем поисковой информацией ( k={(y j, f  j): j=1,…,k}.
Существуют верхние и нижние оценки fk((y), построенные по поисковой информации ( k:
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В пространстве значений критериев построим область
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Тогда ( y(Y будет выполняться условие z=f(y)(Пk(y). Иной информацией 
о значении f(y) мы пока не обладаем.
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 Рис.6. 1
Дополнительные предположения вероятностного характера: неизвестное значение z=f(y)— реализация векторной случайной величины ( yk, распределенной в области Пk(y) с некоторой заданной плотностью P( z / ( k, y ), сосредоточенной на Пk(y). Конкретные корреляционные свойства ( ky(  и ( ky(  для различных y( и y( определять не будем.

Плотность P( z / ( k, y ) при отсутствии конкретных априорных представлений о поведении критериев можно принять равномерной на Пk(y). При наличии существенной корреляции между значениями компонент векторного критерия плотность P( z / ( k, y ) можно выбрать сосредоточенной вдоль главной диагонали области Пk(y). 

Совокупность принятых предположений о функции f, будем называть простой адаптивной стохастической моделью. 

Этап 2. Построение решающего правила для выбора точки очередного измерения критериев.

Важные факты:

· Вычисление нового значения z k+1= f( yk+1) приведет к существенному (большему ( >0 ) уточнению оценки множества Слейтера S(Fk) только в том случае, когда значение z k+1 попадет в область, где значение ((z, S(Fk ) ) > (. 

· Согласно (6.14) цель проведения новых испытаний состоит в максимизации функции (( f(y), S(Fk ) ). 

Наибольшие ее значения на множестве точек проведенных испытаний равны нулю и достигаются на подмножестве точек y=y j (Yko, где f(Yko)=S(Fk ) (в пространстве критериев на рис.6.3 множеству со значением ((z, S(Fk ) )=0 соответствует поверхность ( C=0). Поэтому неравенство ((z, S(Fk ) ) > ( эквивалентно требованию улучшения текущего достигнутого (при решении задачи (6.14) ) значения ее целевой функции по крайней мере на величину ( >0.
Введем функцию выигрыша на шаге, определяющую величину выигрыша при получении результата измерения z = f( y ):
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(6.16)

Тогда соответствующая ей функция среднего выигрыша на шаге 
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(6.17)

будет определять вероятность того, что при измерении в точке y(Y будет достигнуто улучшение текущей оценки решения по крайней мере на величину ( k. 

Очередное измерение должно проводиться в такой точке yk+1, для которой эта вероятность максимальна, т.е.



[image: image8.wmf])

,

(

max

arg

1

1

k

k

D

Y

y

k

y

W

y

d

+

Î

+

=

=

.
(6.18)
Замечание. Заметим, что значение вероятности из (6.17) наиболее просто вычисляется в том случае, когда плотность P( z / ( k, y ) соответствует равномерному распределению, сосредоточенному на главной диагонали области Пk(y). В этом случае (6.17) приобретает вид
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Этап 3. Способ настройки параметра (k  и определение критерия останова
Пусть ((0 — заданная точность решения задачи.

Метод 1. (с постоянным параметром)

( k ( (. Останов происходит в том случае, когда становится Wk+1(yk+1, ( )=0. 

Метод 2. (с настройкой параметра ( k)

Перед началом поиска для k=0 выбирается значение ( k >>(. Пока оказывается, что 


Wk+1(y k+1, ( k)>0,
(6.19)

сохраняется прежнее значение параметра, т.е. полагается ( k+1=( k. Если на некотором шаге Wk+1(yk+1, ( k)=0, то выполняется проверка величины ( k. Если ( k (  (, то поиск останавливается, иначе полагают (k:=max{(, (k /2} и повторно выполняют выбор (6.18).
Метод 3. (с экстремальным выбором (k)
На каждом шаге выбирают наибольшее значение ( k*, при котором для ( k=( k*–0 еще выполняется (6.19)

( k*=sup{(  k : Wk+1(yk+1, ( k)>0}
(6.20)
Останов происходит при ( k* (  (.

Очевидно, что экстремальный принцип выбора параметра метода эквивалентен методу со следующим правилом выбора шага
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(6.21)
и с остановом при выполнении условия 
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(6.22)
· Замечание. Метод (6.21), (6.22) можно считать прямым обобщением метода Пиявского (см. раздел 4.3 части 2) на многокритериальные липшецевы задачи.

Вопросы реализации. 

Во–первых, в качестве оценки в целом всего множества эффективных точек Yo используется множество Yko, (описание алгоритма — в презентации). 

Во–вторых, при построении оценок fk((y) вектор–функции f(y) используются не точные значения констант липшица L1,…,Ln, а их оценки , L1k,…,Lnk построенные по результатам испытаний согласно правилам
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Приведем без доказательства две теоремы о свойствах построенных методов. Доказательства можно найти  в работе, указанной в ссылке [2].

Теорема 6.4. Пусть Y—компакт, f(ФL(Y), ( >0, тогда в методах 1, 2, 3 за конечное число шагов выполнится критерий останова, и, если к этому моменту оценки Lik( Li (i=1,…,n), то множество Yko определит ( – оптимальное (по Слейтеру) решение задачи (6.1).

Теорема 6.5. Пусть Y—компакт, f(ФL(Y) и точность ( =0, тогда, при использовании, методы 2, 3 порождают бесконечную последовательность измерений. Если, начиная с некоторого шага, выполняется Lik( Li  ( i=1,…,n), то имеют место следующие свойства.

1. Для всякой эффективной точки yo( Yo найдется предельная точка y(o последовательности оценок Yko, что f(y(o)( f(yo).

2. Все предельные точки y( последовательности испытаний являются слабоэффективными, т.е. ( y(   y(( Yo.
Если же, начиная с некоторого шага, Lik > Li ( i=1,…,n), то множество Y( предельных точек последовательности испытаний совпадают со множеством слабо эффективных точек, т.е. Y( =Yo.

Замечание. Общая схема описанных методов вычислительно точно не реализуема. Их вычислительно–реализуемая версия может быть получена с использованием триангуляции области поиска по аналогии с работой [3].
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