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1. Введение 

1.1 Основные системы компьютерной алгебры 
Интегрированные системы символьной математики (компьютерной ал-

гебры) - одно из важных современных направлений в применении компьютеров. 
Если традиционное использование последних - манипуляция с числами, то в 
системах аналитических вычислений компьютер оперирует с выражениями, их 
преобразованием по определенным заданным правилам, подстановкой одних 
выражений в другие. 

Специфику этих систем проще всего увидеть на вычислении производной. 
Пусть, например, вычисляется производная от функции х2. Численной системе 
нужно задать значение х и для этого значения вычислить функцию, затем задаться 
малой (но не бесконечно малой) величиной dx и вычислить новое значение 

функции в точке х+dx, после чего отношение 
dx

xfdxxf )()( −+  даст 

приблизительное значение производной в заданной точке. Здесь работа идет 
только с числами. 

Аналитическая система имеет формулу f=х2 и знает правила диф-
ференцирования. Поэтому в качестве производной она выдаст функцию =2х и 
не потребует численного значения аргумента. Естественно, что для вычисления 
производной можно задать и несравненно более сложную функцию - производная 
будет вычислена в соответствии с правилами Лейбница. 

f ′

Другим ярким примером является вычисление 100!. Аналитические системы 
выдают точное число длиной более 150 цифр. Числовые системы выдают 
приблизительное число с плавающей точкой в виде мантиссы и показателя 
степени. 

Основа подхода к аналитическим системам была заложена в 1960-м году 
Джоном Маккарти, разработавшим язык списков Лисп. Главным объектом в 
Лиспе является элемент, точнее - его имя. Главной операцией в Лиспе является 
подстановка. 

Эти свойства вскоре привели к построению на базе Лиспа простейших 
систем работы с формулами. Наиболее известной такой системой был R-Lisp, в 
котором можно было работать с полиномами, приводить подобные члены, делить 
полиномы, находить остаток. Вершиной развития R-Lisp’а стал язык Reduce. 

Большую известность получили также три класса таких систем: Derive 
[10,11], свободно оперировавшая производными, но в отличие от Reduce, с эле-
ментами графического представления результатов, одна из самых мощных и 
поныне привлекательных систем Maple V (ядро написано на языке С) [5, 8, 17, 23, 
25, 27] и система Mathematica [4, 9, 19]. Позже на базе ядра системы Maple V сим-
вольные вычисления были реализованы в популярной числовой системе 
MathCAD [12], имеющей великолепный пользовательский интерфейс. 

Большой популярностью в среде радиоэлектроников получила система 
Матричная Лаборатория MathLab [22], в которой заложены средства для 
обработки сигналов. 

Кроме того, создаются большие специализированные системы для 
различных областей исследований, например, по теории групп (см., в частности, 
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GAP, http://www.exponenta.ru/soft/others/gap/asp) или полиномиальной алгебре 
(система SINGULAR, http://www.singular. uni-kl.de/).  

Следует отметить, что в г. Горьком в лаборатории ГИФТИ (переведенной 
затем в НИИ ПМК) при ННГУ в 70-е годы также была создана система работы с 
полиномами и детерминантами (М.Чубаров). 

Reduce 
Развитие систем аналитических вычислений стимулировалось не только 

здоровой любознательностью. Одним из главных стимуляторов, требовавших 
развития таких систем являлась теоретическая физика. По крайней мере, две 
области остро нуждались в таком инструменте - это физика элементарных частиц, 
где требовалось расписание, приведение к стандартному виду и интегрирование 
большого числа диаграмм Фейнмана, и общая теория относительности, где 
постановка каждой конкретной задачи требовала расписания метрического 
тензора, вычисления обратного тензора, вычисления по его производным 
связностей и по производным последних - тензора кривизны, определяющего 
уравнения Эйнштейна. 

Дальнейшее совершенствование R-Lisp’a в направлении удовлетворения 
этих запросов привело к созданию в 1968 году A.Hern’ом языка Reduce, основное 
назначение которого уже была работа с формулами, аналитическое 
дифференцирование и интегрирование, решение уравнений и систем уравнений. 
Для вычислений диаграмм Фейнмана, как внутриязыковые объекты были введены 
матрицы Дирака и операции работы с ними. 

Скачок в развитии аналитических систем произошел с начала 80-х годов с 
появлением персональных компьютеров. Аналитические системы попали на стол 
ученого. Исключительную популярность приобрела система Reduce 3.3, 
написанная A.Hern’ом на базе Лиспа Tsuioshi Yamamoto. Теперь Reduce стал 
полноценным научным инструментом: в нем можно было проводить и 
сложнейшие аналитические вычисления, можно было и выражать в числах 
необходимые величины, и преобразовывать формулы для прямой записи их в 
программы на Fortran’e. 

Однако, следует отметить, что Reduce в конце концов, работает только с 
текстовой информацией - и формулы и числа вводятся и выводятся только в 
текстовом виде. Никакого графического интерфейса Reduce не имеет. 

Maple 
Maple - система символьных вычислений занимает в настоящее время в этой 

отрасли наряду с системой Mathematica фирмы Wolfram Research ведущие 
позиции. Она была создана группой символьных вычислений (The Symbolic 
Group), организованной Кейтом Геддом (Keith Qeddes) и Гастоном Гонэ (Gaston 
Gonnet) в 1980 году в университете Waterloo, Канада. Система Maple V под 
Windows (реализации R3, R4 и R5) была реализована на персональных 
компьютерах фирмой Waterloo Maple Inc. (Канада). Серийная версия Maple V R4 
открыто и бесплатно распространяется через Internet, благодаря чему легально 
попала на многие CD-ROM, свободно распространяемые у нас. Система обладает 
громадным (свыше 2500) набором самых различных функций для выполнения 
аналитических и численных вычислений, решения алгебраических и диф-
ференциальных уравнений, графического вывода результатов и многих других 
действий. 
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Mathematica 
Признанный мировой лидер в системе аналитических вычислений - пакет 

Mathematica - создан в начале 80-х годов физиком теоретиком Стефеном 
Вольфрамом (Stephen Wolfram). Это мощная система создана на базе Лиспа, 
обладает очень гибкой внутренней структурой, позволяющей писать сложные 
алгоритмы аналитических вычислений. 

Первая версия пакета под DOS выгодно отличалась от своего предше-
ственника Reduce, являвшегося в то время явным фаворитом, возможностью 
быстрого графического представления полученных результатов. 

Mathematica в последние годы рассматривается как мировой лидер среди 
компьютерных систем символьной математики, обеспечивающих не только 
возможности выполнения сложных численных расчетов с выводом их результатов 
в самом изысканном графическом виде, но и проведение особо трудоемких 
аналитических вычислений и преобразований. 

Версии системы под Windows имеют превосходный пользовательский 
интерфейс и позволяют готовить документы в форме Notebook (записная книжка). 
Они объединяют исходные данные, описание алгоритмов решения задач, 
программ и результатов решения в самой разнообразной форме (математические 
формулы, числа, векторы, матрицы, графики). 

В версии Mathematica 3 имеется развитый интерфейс, анимация графических 
данных, введена система создания структурированных документов. Одним из 
главных достоинств этой вереи является великолепнейший Help. В него заложена 
вся книга S.Wolfram’a "The Mathematica Book", но при этом Help является 
активным, то есть любой приведенный пример можно, запустив, увидеть в 
действии, модифицировать, скопировать в свою рабочую страницу. 

В версии 4 значительно улучшен графический интерфейс: графики можно 
экспортировать в самых различных графических форматах. Значительно 
повышена скорость численной обработки за счет частичной компиляции 
вычислительной части программы. 

Достойным конкурентом системы Mathematica является система Maple. 

MathCAD 
По началу MathCAD создавался как система подготовки научных публи-

каций - с написанием формул в естественном виде и представлением графиков. 
Постепенно система брала на себя все большую часть подготовки документа, 
проводя по началу вычисления по введенным формулам, а в более поздние версии 
включено приобретенное по лицензии у фирмы Waterloo Maple Inc. (создателя 
системы Maple) ядро символьных вычислений. 

 

1.2. Тенденции развития систем компьютерной 
аналитики 
Главными направлениями развития систем аналитических вычислений 

являются: 
1. Расширение круга обслуживаемых математических объектов. 
2. Интеграция аналитических вычислений с другими компьютерными 

системами. 
3. Упрощение и обогащение интерфейса пользователя. 
4. Возможность построения сложных программ. 
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5. Ускорение работы системы. 

Расширение круга обслуживаемых математических объектов 
Одним из признаков развитой системы является ее возможность к даль-

нейшему расширению. При неизменном ядре системы, расширение, как правило, 
заключается в создании и подключении к системе пакетов расширения, которые 
пишутся уже на языке системы. Пакеты расширения в Maple V и Mathematica 
охватывают большую часть современной математики: алгебру, геометрию, 
теорию чисел, теорию вероятностей и математическую статистику, специальные 
функции, преобразования Фурье и Лапласа и многие другие. 

Развиваются и требования к ядру для быстрого и легкого для пользователя 
подключения этих пакетов к решаемым задачам. 

Интеграция аналитических вычислений 
Как правило, аналитические вычисления не являются самоцелью, а явля-

ются частью некоторой работы, куда входят не только аналитические, но и 
численные вычисления, а также другие работы вплоть до подготовки текста 
отчета или статьи. 

Связь с программами числовой обработки 
Все системы аналитических вычислений являются интерпретирующими и 

поэтому скорость сложных операций с числами у них в сотни раз меньше, чем у 
численных систем, компилирующих программы (Фортран, Паскаль, Си). Поэтому 
при большом объеме обычных вычислений вычислительную часть лучше 
поручать программам на процедурных языках. 

В частности, в системе Мathematica фирмой Wolfram разработана система 
связи программ написанных на Си и Mathematica - MathLink, позволяющая 
вызывать из программ на Си функции ядра пакета Mathematica, а также наоборот, 
дополнительно включать в пакет Mathematica модули, написанные на Си. 

Однако, наиболее оперативными являются простые возможности - вывод 
каких-то данных в файл, запуск из Mathematic’и программы, которая может 
численно обработать данный файл и вернуть файл результата (в виде текстового 
файла), который затем опять считать в Mathematic’y. 

Отметим, что на практике встречаются задачи, требующие или повышенной 
точности решения, или включающие какито простейшие аналитические 
преобразования. При этом, структура исходных данных настолько специфична, 
что воспользоваться системами компьютерной алгебры просто невозможно. В 
этом случае приходится разрабатывать свои специализированные системы 
компьютерных вычислений. 

Генерация текста программ вычислений 
Уже в Reduce была заложена возможность выдачи результатов преобра-

зования формул в соответствии с синтаксисом Фортрана. Это позволяло формулы 
общих случаев преобразовывать к конкретным задачам и расчетные формулы 
(которые иногда могли быть достаточно громоздкими) прямо из Reduce 
вписывать в текст программ на Фортране, что не только значительно ускоряет 
стадию работы написания программы на Фортране, но и гарантирует от 
появления ошибок при переписывании больших формул. 
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В системах Mathematica и Maple V предусмотрена возможность вывода как в 
стиле Фортрана, так и в стиле Си, что расширяет возможности использования 
пакета для генерации программ вычислений. 

Связь с текстовыми процессорами 
В системах Mathematica и Maple V предусмотрена возможность вывода в 

соответствии с правилами исключительно популярной в научной среде системы 
ТЕХ. Это предоставляет возможность с минимальными переделками прямо в 
Mathematic’e писать самую трудоемкую и деликатную часть подготовки отчета 
или статьи - написание формул. 

Возможность вывода графических результатов в виде развитых графических 
стандартов (.wmf, .jpg, .giff и пр.) позволяет вставлять их в файлы на ТЕХ’e. 

Упрощение и обогащение интерфейса пользователя 
Современные системы, работающие под Windows, имеют исключительно 

развитый пользовательский интерфейс. У всех упоминаемых ранее систем (кроме 
Reduce и Derive) богатые возможности редактирования, копирования, выбора 
шрифтов, цвета для приспособления среды разработки к своим вкусам. 

В системах MathCad, Mapple V, Mathematica имеются средства создания 
интерактивных документов, на основе которых достаточно просто строить 
учебные пособия как по самим этим системам, так и по их приложениям. 

Возможность построения сложных программ 
В системе Mapple V имеется громадное количество заготовок (как в самом 

ядре, так и в библиотеке расширения). Библиотека пакета Mathematica раза в три 
меньше. Однако, будучи написанной на базе Lisp, Mathemanica имеет 
несравненно более гибкую внутреннюю структуру, что позволяет писать в ней 
сложные аналитические и вычислительные программы. 

Ускорение работы системы 
Будучи системами интерпретации, аналитические системы, как уже го-

ворилось, проводят численные расчеты раз в 100 медленнее откомпилированных 
программ. Это значительно удлиняет работу таких программ, как решение 
дифференциальных уравнений в частных производных, статистическое 
моделирование. 

В системе Mathematica 4 модули, выдающие численный результат, 
компилируются и скорость работы значительно увеличивается. 

Другой подход, направленный на повышение быстродействия систем, 
связан с разработкой эффективных алгоритмов. 

 

1.3. Краткий обзор научных направлений  
Основой любой системы компьютерной алгебры являются реализованные в 

ней алгоритмы. Возможности системы в значительной степени зависят от 
эффективности используемых алгоритмов. Поэтому, важное значение имеет 
анализ ресурсов, требуемых для реализации алгоритма. Основными ресурсами 
являются время и память. Их затраты при реализации алгоритма определяют его 
сложность. Задачи, имеющие экспоненциальную сложность, не под силу даже 
самым современным компьютерам. Классическим примером является задача 
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факторизации целого числа n, т.е. разложения n на простые множители. Самые 

быстрые известные алгоритмы решают эту задачу за exp n log log n log ⋅  
шагов, и для разложения на множители случайно выбранного числа, имеющего 
1000 десятичных знаков, требуются миллионы лет машинного времени. 

Научные исследования в области компьютерной алгебры интенсивно 
развиваются в последние десятилетия. Разрабатываются алгоритмы вычисления 
топологических инвариантов многообразий, узлов, алгебраических кривых, 
когомологий различных математических объектов, арифметических инвариантов 
колец целых элементов в полях алгебраических чисел и т.д. Круг математических 
объектов, обслуживаемых системами компьютерной алгебры, непрерывно 
расширяется. 

Интенсивно развиваются классические направления компьютерной алгебры 
- факторизация многочленов и целых чисел. Расширяется область применения 
алгоритмов факторизации, охватывая, например, случай многочленов с 
коэффициентами из конечных полей или из полей алгебраических чисел. 
Крупный вклад в это направление внесли российские математики (Д.Ю. 
Григорьев, А.Л. Чистов). Исследования в этой области проводились и г. Горьком 
(НИИ ПМК при ННГУ). В 70-е годы здесь была создана система работы с 
полиномами и детерминантами (М. Чубаров). Проблемы криптографии в 
значительной степени стимулировали исследования по факторизации 
натуральных чисел, по алгоритмам генерации больших простых чисел, проверки 
на простоту, по алгоритмическим проблемам арифметики эллиптических кривых 
(Поллард, Миллер, Рабин, Померанц, Адлеман, Румли, Ленстра и др.). 

Большое число научных работ посвящено исследованию базисов Гребнера и 
их обобщений (базисы Ширшова-Гребнера, инволютивные базисы), отысканию 
оптимальных алгоритмов их построения. Важные результаты в этом направлении 
получены российскими математиками (В.Н. Латышев, А.В. Михалев, Е.В. 
Панкратьев, Л.А. Бокуть, Г.П. Кукин, А.Ю. Жарков, Ю.А. Блинков и др.). 

Другое направление современных исследований - квантовые алгоритмы, 
имеющие иногда полиномиальную сложность, тогда как существующие 
классические алгоритмы - экспоненциальную. На последнем Европейском 
математическом конгрессе в 2000 г. тема квантовых алгоритмов была 
центральной. 

 

1.4. Обзор литературы  
В последние годы издается много литературы по компьютерной алгебре. 

Приведенный ниже список содержит, в основном, те издания, которые доступны 
российскому читателю. 

Издания, которые носят справочный характер по конкретным системам 
компьютерной алгебры - [4], [5], [8]–[12], [17]–[19], [22], [23], [25]–[27].  

В [1] излагаются основные математические результаты и базисные 
алгоритмы, рассматриваются целые числа, полиномы и их корни, а также 
приложения компьютерной алгебры в теории кодирования и криптографии.  

Монография [2] посвящена анализу и разработке асимптотически быстрых 
алгоритмов, в частности, преобразованию Фурье и его использованию для 
умножения чисел.  

[3] – это сборник работ по различным вопросам компьютерной алгебры, в 
том числе, содержит знаменитую работу Бухбергера по базисам Гребнера, 
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алгебро-логические аспекты упрощения символьных выражений, обзор по 
алгоритмам компьютерной алгебры.  

[6] является введением в теорию вычисления без ошибок.  
Монография [7] охватывает различные вопросы компьютерной алгебры: 

упрощение и факторизация полиномов, формальное интегрирование. Изложение 
алгоритмов – описательное. Формулируются нерешенные проблемы, приведено 
описание сиcтемы Reduce. 

Введение в классические и квантовые вычисления содержится в книге [13].  
Фундаментальный учебник (955 стр.) по циклу «Построение и анализ 

алгоритмов» [14] содержит арифметические схемы действия над матрицами, 
вычисления с многочленами, преобразование Фурье, теоретико-числовые 
алгоритмы.  

Второй том монументального труда Д.Е. Кнута [15] содержит рассмотрение 
базисных алгоритмов компьютерной алгебры – алгоритм Евклида, факторизация 
многочленов, алгоритмы теории чисел и т.д.  

[16] – учебное пособие, посвященное построению стандартных базисов в 
идеалах фильтрованных и градуированных алгебр. Рассматриваются вопросы, 
связанные с символьным решением систем алгебраических уравнений. Рассчитан 
на студентов с хорошей алгебраической подготовкой.  

Книга [20] содержит большое количество алгоритмов алгебры и теории 
чисел, может служить справочным пособием. Основное внимание уделяется 
алгоритму Евклида, китайской теореме об остатках, дискретному преобразованию 
Фурье и его приложениям.  

[21] - пособие по одному из разделов курса «Компьютерная алгебра» на 
мехмате МГУ. Подробно изложены различные алгоритмы факторизации 
многочленов, рассчитано на студентов с хорошей подготовкой по математике. 

Систематическое изложение научных основ криптографии содержится в 
[24]. Книга рассчитана на студентов-математиков.  

[26] – курс по криптографии с упором на алгебраические методы. Рассчитан 
на студентов-математиков с хорошей алгебраической подготовкой. Содержит 
изложение криптосистем, основанных на арифметике эллиптических и 
гиперэллиптических кривых. 

 

1.5. Cодержание курса 
Основное внимание в данном курсе уделяется алгоритмам точных 

вычислений с числами и многочленами и их реализациям, включая дискретное 
преобразование Фурье, модулярную арифметику, технику гомоморфных образов. 
Образовательный комплекс, состоящий из односеместрового курса лекций и 
лабораторного практикума, рассчитанных на студентов с различной 
математической подготовкой, дает быстрое введение в системы компьютерной 
алгебры и отражает три аспекта предмета: математические основы алгоритмов 
компьютерной алгебры, построение и анализ алгоритмов и структур данных, 
обучение разработке и реализации алгоритмов на языке C++ и в современных 
системах компьютерной алгебры Maple и Mathematica. 

Вопросы трудоемкости алгоритмов рассматриваются во второй главе 
учебника. Здесь же вводятся классы задач P и NP и доказывается NP-полнота 
задачи 3-вычислимости как пример NP-полных задач. 

Любая система аналитических вычислений включает в себя арифметику 
целых чисел и полиномов, возможность работать с числами произвольной 
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точности, возможность решения систем линейных алгебраических уравнений. 
Для решения этой проблемы нужно, прежде всего, определить структуру 
представления в компьютере соответствующих данных: длинных чисел, 
полиномов и т.д. 

Структуры данных, используемые в компьютерной алгебре, 
рассматриваются в третьей главе. Здесь излагаются основные понятия, связанные 
со структурами данных, списками и операциями над ними. 

Четвертая глава посвящена алгоритмам элементарных арифметических 
операций над числами и многочленами. Здесь рассматриваются различные 
системы счисления, оценивается трудоемкость элементарных операций, 
излагается метод А. Карацубы для умножения чисел и многочленов. 

Пятая глава посвящена дискретному преобразованию Фурье и его 
применению для умножения чисел и полиномов. Дискретное преобразование 
Фурье рассматривается над полем комплексных чисел и над полем классов 
вычетов по простому модулю p. Здесь обсуждаются проблемы выбора поля и 
первообразного элемента, излагается алгоритм быстрого преобразования Фурье и 
дается оценка Кули-Тьюки его сложности.  

Быстрые алгоритмы деления рассматриваются в главе 6. Основное внимание 
уделяется методу Ньютона. 

В главе 7 излагаются алгоритмы нахождения НОД целых чисел - алгоритм 
Евклида, бинарный алгоритм. Здесь же рассматривается решение сравнений. 

Восьмая глава посвящена применению кольца вычетов по модулю n для 
точного вычисления результатов арифметических операций над целыми числами. 

Излагаются китайская теорема об остатках и алгоритм восстановления 
рационального числа при использовании модулярной арифметики. 

Системы линейных уравнений над кольцом целых чисел изучаются в главе 
9. Здесь подробно рассматривается алгоритм последовательного исключения 
неизвестных, алгоритм построения нормальной диагональной формы Смита и ее 
применение к нахождению общего решения систем линейных уравнений. 

В главе 10 в связи с задачами криптографии открытого ключа 
рассматриваются методы построения больших простых чисел и факторизации 
целых чисел. Подробно излагаются вероятностный тест проверки на простоту 
Миллера-Рабина и эвристический ρ-метод Полларда факторизации целых чисел. 
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2. Элементы теории сложности алгоритмов 

2.1. Алгоритмы и машины Тьюринга  
В качестве модели алгоритма примем следующую машину Тьюринга:  

6. В каждый момент времени машина Тьюринга находится в одном из 
состояний  (состояние  называется начальным,  - 
конечным). Множество всех состояний обозначим через Q. 

kqqq ,,, 10 L 0q kq

7. Машина Тьюринга имеет бесконечную двустороннюю ленту, состоящую из 
счетного числа ячеек с номерами LL ,2,1,0,1,2 −− . В каждой ячейке может 
быть записан символ из алфавита A. 

8. В каждый момент времени машина Тьюринга читает на ленте содержимое 
ровно одной ячейки. 

9. Пусть в момент времени  машина Тьюринга читает содержимое ячейки . 
Прочитанный символ и состояние машины Тьюринга однозначно 
определяют следующие данные: 

t i

состояние машины Тьюринга в момент времени 1+t ; 
 символ в ячейке  в момент времени i 1+t  (в остальных ячейках символы не 

меняются); 
 одну из трех ячеек 1,,1 +− iii , которая будет читаться в следующий момент 

времени.  
Таким образом, 1)-3) зависят только от состояния машины Тьюринга и 

символа, читаемого машиной Тьюринга в момент времени . Формально, модель 
полностью описывается отображением 

t
}1,0,1{: −××→× QAQAF . Значение 

отображения ),','(),( δαα qqF =
t

 следует интерпретировать следующим образом. 
Если в момент времени  машина Тьюринга находилась в состоянии  и в 
обозреваемой ячейке был записан символ 

q
α , то в момент времени 1+t  в 

обозреваемой ячейке запишется символ 'α , машина Тьюринга перейдет в 
состояние ' , а номер обозреваемой ячейки изменится на q δ , где }1,0,1−{∈δ . При 
переходе в конечное состояние работа машины Тьюринга прекращается.  

Отображение ),','(),( δαα qqF =  удобно записывать в виде таблицы, строки 
которой соответствуют символам λ∪А , а столбцы – состояниям машины 
Тьюринга из Q. На пересечении строки, соответствующей символу α, и столбца, 
соответствующему состоянию q, поставим тройку δα ,',' q , равную значению 

),( qF α . 
Для иллюстрации приведем пример машины Тьюринга, реализующий 

сложение натуральных чисел в унарном алфавите. То есть, алфавит  состоит из 
двух символов: 1 – единица и 

A
λ - пустой символ. Число представляет собой 

последовательность единиц, количество которых равно этому числу. Например, 2 
кодируется как 11, 3 – 111. Будем считать, что в начальный момент времени 0=t  
обозревается ячейка, в которой находится первый символ первого слагаемого, а 
второе слагаемое отделено от первого пустым символом λ . В результате работы 
алгоритма будет получено число, расположенное справа от обозреваемой ячейки. 
Состояние  - начальное,  - конечное.  0q 4q

 
 
 

Нижегородский государственный университет им Н.И. Лобачевского 12 



Coa Компьютерная  алгебра 

0q  1q  2q  3q  
λ   11 2q  13 −qλ   
1 11 1q  11 1q  11 2q  04qλ  
 
Поясним работу приведенной машины Тьюринга. В силу сделанных 

предположений о входе алгоритма, в состоянии q0 может читаться только первый 
символ первого слагаемого, который равен 1. Прочитав 1, переходим в состояние 
q1, при этом головка сдвигается вправо с охранением записи ячейки. Пока читаем 
первое число, сохраняется состояние q1, а головка двигается вправо с 
сохранением прежних записей в ячейках. Так будет повторяться до тех пор, пока 
не дойдем до конца числа, которое заканчивается пустым символом. При чтении 
пустого символа переходим в состояние q2 и добавляем 1 к первому числу. В 
результате первое и второе число сливаются в одно. Сдвигаем головку вправо. 
Далее, пока читается второе число, сохраняется состояние q2 , содержимое ячеек 
не меняется, двигаемся вправо. Второе число закончится, когда прочитаем пустой 
символ. В этом случае переходим в состояние q3 и сдвигаем головку влево для 
стирания лишней 1. В состоянии q3 возможно чтение только 1. Стираем ее и 
переходим в конечное состояние q4.  

Тезис Тьюринга состоит в том, что любой алгоритм можно реализовать на 
соответствующей машине Тьюринга. 

Алгоритмическая неразрешимость 
Как только понятие алгоритма стало формализованным, удалось установить 

алгоритмическую неразрешимость некоторых проблем. Список таких проблем 
достаточно внушителен и все время пополняется. В качестве примера покажем 
алгоритмическую неразрешимость проблемы самоприменимости алгоритма. 
Алгоритм a назовем применимым по входу , если за конечное число шагов он 
остановится (т. е. попадет в конечное состояние) и неприменимым в остальных 
случаях. Понятно, что алгоритм a можно закодировать символами алфавита . 
Допустим, мы приняли какой-нибудь способ кодировки алгоритмов, который 
алгоритму a ставит в соответствие (взаимно однозначно) его код K(a). Алгоритм 
a назовем самоприменимым, если a применим к K(a), и несамоприменимым в 
противном случае. 

a

A

Покажем, что не существует такого алгоритма который распознает 
несамоприменимые алгоритмы. Действительно, допустим, что такой алгоритм B 
существует. Тогда алгоритм B легко изменить так, чтобы он останавливался на 
несамоприменимых алгоритмах, а на самоприменимых не останавливался 
(зацикливался). Далее, будем считать, что алгоритм B останавливается только на 
несамоприменимых алгоритмах. Рассмотрим вопрос о самоприменимости 
алгоритма B. 

 Если B самоприменим, то, по определению, B применим к K(B). Но B 
останавливается только на несамоприменимых алгоритмах. Следовательно, B 
несамоприменим. Но тогда B должен остановиться на K(B), что противоречит его 
несамоприменимости. К полученному противоречию привело допущение о 
существовании алгоритма, распознающего несамоприменимость B. 

Следующие задачи компьютерной алгебры являются алгоритмически 
неразрешимыми: 

проблема тождества для полугрупп, 
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неразрешимость системы диофантовых уравнений, 
проблема сравнения значений функций, 
проблема интегрируемости (аналитически) некоторых выражений. 
Список может быть продолжен. 

2.2. Сложность алгоритма  
Для алгоритма a, примененного к входу  определим t(a,a) – время, 

необходимое для работы алгоритма. Будем говорить, что алгоритм a имеет 
полиномиальную трудоемкость, если величина t(a,a) при любом входе  
ограничена сверху некоторым полиномом от длины входа a . 

a

a

С современной точки зрения алгоритм является эффективным, если он имеет 
полиномиальную трудоемкость. Более подробное обсуждение этого вопроса 
можно найти, например, в [Гэри М., Джонсонс Дж. «Труднорешаемые задачи»].  

При оценивании трудоемкости алгоритма часто вместо функции t(a,a) 
используют функцию t(a, n)=  t(a,a), где |a| – длина входа a. Из 

определения следует, что функция t(a, n) оценивает трудоемкость алгоритма a 
в худшем случае.  

na =||
max

В большинстве случаев явное описание функции t(a, n) затруднительно и 
не несет полезной информации. На практике имеет значение лишь главный член, 
определяющий рост функции t(a, n) при стремлении n к бесконечности. При 
выделении главного члена полезна символика, связанная с понятием О-большое. 
Говорят, что f(n) O(g(n)), если существует такая константа с, что f(n) c*g(n). 
Аналогично, f(n)= O(g(n)), если существуют такие положительные константы с

≤

≤

≤
1 и 

с2, что c1g(n) f(n) c≤ 2g(n). 

Понятие полиномиальной сводимости 
Обозначим через P  класс задач, имеющих полиномиальный алгоритм 

решения. Будем говорить, что класс задач A полиномиально сводится к классу 
задач B, если существуют полиномиальные алгоритмы, позволяющие любую 
задачу из A записать в виде задачи из B, и по ответу полученной задачи из B 
восстановить ответ задачи из A. Очевидно, что из полиномиальной сводимости A 
к B и принадлежности B P∈ следует A P∈ . 

Между классами алгоритмически неразрешимых задач и P  существует 
целое семейство задач, для которых, с одной стороны, существуют алгоритм их 
решения, а, с другой стороны, трудоемкость этих алгоритмов настолько велика, 
что решение задач на ЭВМ практически невозможно. Примером такой задачи 
может служить проверка истинности формулы (в натуральных числах): 

)0),,(()2()2()2( 11121
11 =≤∃≤∃≤∃ ++ k

x
k

xx xxfxxx k KL , где  - 
многочлен с целыми коэффициентами. 

),,( 11 +kxxf K

Другим важным классом, часто встречаемом на практике является класс 
переборных задач. 

Задачи распознавания 
Будем говорить, что задача является задачей распознавания, если ответом на 

нее служит либо «да», либо «нет». Примером задачи распознавания может 
служить задача о выполнимости булевой формулы. 
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Задача о выполнимости: 
Существует ли набор булевых переменных , на котором 

справедливо равенство , где 

kxx ,,1 L

}1)(
11

& =∨
==

ij
jij

n

j

k

i
xδα 1,0{, ∈ijij δα  и jj xx =1,jj xx =0 . 

Произвольный алгоритм a решает задачу распознавания вида: будет ли 
стоять после применения алгоритма a ко входу а в i-ой ячейке символ b? 
Обозначим данную задачу распознавания через G(a,i,b). 

Очевидно, если задача G(a,i,b)∈P и выход a ограничен полиномом от длины 
входа а, то задача, решаемая алгоритмом a , принадлежит классу Р. Верно и 
обратное, если задача, решаемая алгоритмом a, принадлежит классу Р, то и 
G(a,i,b)∈P. Таким образом, ограничение класса задач до класса задач 
распознавания, по сути, не меняет класс Р.  

Класс переборных задач 
Обозначим через NP класс задач распознавания, для которых существует 

полиномиальный алгоритм «доказательства» ответа. Примером задачи из класса 
NР служит задача о выполнимости булевой формулы. 

Действительно, доказательством ответа «да» является набор значений 
переменных , на котором формула принимает значение 1. При этом длина 
входа задачи в бинарном алфавите }

kxx ,,1 K

,1,0{ λ  равна )43( +nk (если выражение 
кодировать как два символа , скобки как ij

jij x
δα λδ ijijα λλ ), а трудоемкость 

проверки решения O  )(kn
Из определения вытекает включение NPP ⊆ . До сих пор остается 

открытым вопрос NPP ≠ , хотя большинство математиков склоняется к 
утвердительному ответу. 

В классе NP  можно выделить класс задач, называемых NP -полным. Это 
такие задачи, к которым полиномиально сводится любая другая задача из класса 
NP . Примером NP - полной задачи служит задача о выполнимости булевой 
формулы. 

Теорема 

Задача о выполнимости булевой формулы NP -полна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Принадлежность задачи выполнимости классу NP  установлена ранее. Пусть 

некоторой задаче из класса NP  соответствует полиномиальный алгоритм 
проверки a, число состояний которого равно . Мощность алфавита (включая 
пустой символ) положим равным . Предположим, что входом a является 
«слово»  длины . Временная сложность алгоритма a оценивается сверху 
полиномом . 

k
m

a n
)(np

Построим булеву формулу, которая «моделирует» работу алгоритма a. 
Перечислим переменные, входящие в формулу вместе с их подразумеваемой 
интерпретацией. 

1=ijtx  тогда и только тогда, когда в момент времени  клетка с номером i j  
содержит символ алфавита под номером . Здесь t

mtnpjnpnpi ≤≤≤≤−≤ 0),()(),(0 .≤  
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1=ijy  тогда и только тогда, когда в момент времени  машина Тьюринга 
просматривает клетку 

i
j . Здесь 0 )()(),( npjnpnpi ≤≤−≤≤ . 

 1  тогда и только тогда, когда в момент времени i машина Тьюринга 
находится в состоянии 
=ijz

j . Здесь kjnpi ≤≤≤ ),(0 . 
Напишем условия, которым должны удовлетворять эти переменные. 

1) В каждый момент времени обозревается только одна клетка ленты. 
2) В каждый момент времени в каждой клетке ленты стоит ровно один символ 

алфавита (либо пустой символ). 
3) В каждый момент времени алгоритм находится ровном в одном состоянии. 
4) При переходе от одного момента времени к следующему может измениться 

содержимое только обозреваемой ячейки. 
5) Изменение состояния, номера обозреваемой ячейки и содержимого 

обозреваемой ячейки при переходе к следующему моменту времени 
происходит в соответствие c алгоритмом a . 

6) Нулевой момент времени является начальным. 
7) Состояние в последний момент времени – заключительное. 

Описав эти семь условий с помощью булевых формул над переменными 
, получим модель работы алгоритма a. Построим булевы формулы, 

соответствующие условиям 1)-7). 
ijijijt zyx ,,

1) Условие, что в момент времени i обозревается не менее одной ячейки 

эквивалентно выполнимости , а условие, что обозревается не более 

одной ячейки равносильно выполнимости 

)(
)(

)(
ij

np

npj
y∨

−=

)(&
)()(

irir
npsrnp

yy ∨
≤<≤−

. Таким образом, 

условие 1 эквивалентно выполнимости формулы 

)).
)

)(
ij

n

np
y∨(&)(

(

)()(

)(

0
&(&

p

j
irir

npsrnp

np

i

yy
−=≤<≤−=

∨  

2) Условие, что в момент времени в клетке i j  стоит не менее одного 

символа эквивалентно выполнимости , а условие, что в тот же момент 

времени в той же клетке стоит не более одного символа эквивалентно 

выполнимости 

)(
0

m

t
∨
=

ijtx

).(&
0

ijsijr
msr

xx ∨
≤<≤

 Таким образом, условие 2 эквивалентно 

выполнимости формулы )(&)(
0

)(

)(

)(

0
&&& ijt

t
ijs

sr

np

npj

np

i =≤<≤−==

( ijr
m

xx
0

m

x∨∨ ). 

3) Аналогично, условие 3 эквивалентно выполнимости формулы 

)(&)((
01

)(

0
&& is

k

s
isir

ksr

np

i
zzz ∨

=≤<≤=

∨ ). 

4) Условие, что в момент времени  содержимое ячейки i j  может 
измениться только, если 1=ijy  равносильно формуле 

))(&)(( 11
0

& ijjriijrijjriijr

m

r
yxxyxx ∨∨∨∨ ++

=

. Действительно, если  то 

выполнимость 

0=ijy

)(&)( 11 iijrjriijr xxxx ++ ∨∨ jr  равносильна равенству . jrix 1+ijrx =
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Таким образом, условие 4 эквивалентно выполнимости формулы 

))(&)(( 11
0

)(

)(

)(

0
&&& ijjriijrijjriijr

m

r

np

npj

np

i
yxxyxx ∨∨∨∨ ++

=−==

i
l

1+i t

1l

 

)&&(
111 111 tijlijiitijlij zxyzxy +++∨∨∨ 1t 1j

t j l

5) Условие, что в момент времени  в просматриваемой ячейке j находится 
символ с номером  и алгоритм находится в состоянии , а в момент времени 

 будет осуществлен переход в состояние , просматриваемую ячейку  и 
запишется символ  равносильно выполнимости формулы 

t
1 1j

, где , ,  - номера определяемые в 
зависимости от , 

1l
, . Выполнимость данной формулы эквивалентна 

выполнимости формулы 
)&

11tiijli zzx ++ ∨∨∨ ( ijy)
1

(&1 itijlijjiitijl zyyzx + ∨∨∨∨ )
1

( ijy 1 jl itx∨x∨ . 
Таким образом, условие 5 равносильно выполнимости выражения 

))(&)(&)((
111 111

10

)(

)(

1)(

1
&&&& tiitijlijjliitijlijjiitijlij

k

t

m

l

np

npj

np

i
zzxyxzxyyzxy +++

==−=

−

=

∨∨∨∨∨∨∨∨∨

)(&& )(0

)(

)(
0100 & jaj

np

npj
xzy ν

−=

6) Условие 6 задает начальные условия алгоритма (определяется его вход). Оно 

эквивалентно выполнимости выражения , где ν(aj) - 

номер символа, стоящего в j –ой ячейке входа a (возможно, что символ пустой). 
7) Последнее условие равносильно выполнимости . knpz )(

Объединяя (перемножая) все эти условия, получим булево выражение, 
которое ограничено полиномом от длины входа  и по любому решению которой 
можно указать ответ исходной задачи. Тем самым теорема доказана. 

a

Резюме 
В первой половине лекции вводится понятие алгоритма. Приводится пример 

алгоритмически неразрешимой проблемы. Во второй половине лекции 
формализуется понятие эффективного алгоритма и определяются классы P и NP. 
Показана принадлежность классу NP задачи о выполнимости булевых формул. 
Контрольные вопросы и упражнения: 

Как соотносится понятие сложности алгоритма как числа элементарных (т.е. 
+,*,/) операций с аналогичным понятием прозвучавшем в лекции. Приведите 
пример не полиномиального алгоритма, который является полиномиальным в 
первом смысле. 

Написать программу на МТ вычитания натуральных чисел в унарной 
арифметике (уменьшаемое больше вычитаемого). 

Написать программу МТ вычисления степени двойки. 
Вычислить трудоемкость алгоритма сложения чисел в унарной арифметике. 

Является ли он полиномиальным? 
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3. Структуры данных компьютерной алгебры  
Для работы с любым видом информации необходимо выбрать способ ее 

представления. При этом выбранная форма представления зачастую определяет и 
способ обработки данных, и набор алгоритмов, используемых в процессе 
преобразований. 

3.1. Структуры данных. Общие представления 

Математическое определение структуры данных 
Структурой данных называется совокупность множеств  и 

совокупность отношений , определенных над элементами этих 
множеств. 

{ , , ,М М МN1 2 K }
{ , , , }P P PR1 2 K

S М М М P P PN R= { , , , , , , ,1 2 1 2K K } . 
ПРИМЕР 1. Структура массива определяется следующим образом 
 
M а а аN= { , , , }1 2 K , 
P а аi j( , ) =   true, если j=i+1, 

false –в противном случае. 
Например, бинарное отношение, задающее массив, изображается так 
 
 
 
 
 

… 

 
Элементам множеств соответствуют вершины диаграммы, а отношение 

следования определяется на рисунке стрелками. Такие схемы называются 
ориентированными графами (орграф). Структура данных называется линейной, 
если орграф не содержит циклов и может быть изображен в виде одной линии. 
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Большое значение для данных имеют два отношения: отношение – иметь 

имя и отношение – иметь значение, последнее из них можно отобразить в виде 
 
 
 
 
 
 
 
 

. . .  a a1 2, ,K 78   31   -2 

 
P аa ii

* ( , )α =   true, если α= , α – значение элемента, аi

false –в противном случае. 
 
Основные, базисные, отношения существуют только между элементами 

исходных множеств. 

Экземпляр структуры данных 
Экземпляром структуры данных называется совокупность 
P M R P Pa ai i

* *{ , , ,= 1 } , 
где  - множество элементов , Mai

ai

R  – множество значений, 
P1 - множество отношений следования, 
Pai

*  - отношение иметь значение. 

Схема структуры данных 
Схемой структуры данных называется совокупность 
P M Pai

= { , 1} , 
где  - множество элементов , Mai

ai

P1 - множество отношений следования. 
 

Одной схеме структуры данных может соответствовать множество 
экземпляров данной структуры. Алгоритм реализуется над схемой структуры 
данных, а конкретные вычисления, преобразования по данному алгоритму, 
производятся над экземплярами структуры данных. 

Чтобы при составлении алгоритма можно было использовать элементы 
множеств, необходимо обеспечить к ним доступ в терминах алгоритма, т.е. их 
обозначить. Для алгоритмизации процессов преобразований необходимо ввести 
отношение  - иметь имя, что можно отобразить диаграммой вида 

 
 
 
 

и
значение
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Особую роль при алгоритмизации имеют линейные структуры в силу 
линейной структуры памяти вычислительной машины. (Математическая модель 
машины Тьюринга как вычислительного автомата). 

Примеры структур. Линейные структуры 
Массив является основным примером линейной структуры. Его основными 

отличительными чертами являются наличие первого, начального элемента, 
наличие последнего, конечного элемента и наличие двух отношений: иметь 
предыдущий элемент и иметь последующий элемент. Причем максимальное 
число элементов массива – известно. 

Начальный элемент определятся тем, что для него нет предыдущего 
элемента, а последний элемент определяется отсутствием последующего 
элемента. Все остальные элементы имеют для каждого как предыдущий, так и 
последующий элементы. 

Память машины представляет собой структуру - массив и обработка любого 
типа информации, имеющую произвольно сложную структуру, предполагает 
моделирование этой структуры на структурной схеме массива. Такую структуру 
памяти называют вектором памяти. 

Отношение иметь имя  в этом случае обозначает иметь адрес. Если первый 
элемент массива имеет адрес (база), то доступ к произвольному элементу 
массива можно осуществить с помощью вычисления его адреса по формуле 

а0

а a ii = +0 * ,b  
где b  – число слов (ячеек, квантов), занимаемых одним элементом массива. 
Другим примером линейной структуры является последовательность. Ее 

отличительной чертой является неопределенность максимального числа 
элементов. 

Для массива и последовательности общим является наличие отношений 
следования: отношение – иметь предыдущий элемент и иметь последующий 
элемент, т.е. основной операцией является операция – перейти к следующему 
элементу. 

Для массива можно вычислить адрес следующего элемента. Существует 
второй способ поиска следующего элемента – способ связывания, когда адрес 
следующего элемента просто хранится совместно со значением самого элемента, 
как говорится, – в одном узле. Такое представление информации называется 
связанным представлением, а структура хранения информации - списком. 

Списки, в которых хранятся линейные структуры, называются линейными 
списками. Их подразделяют  на линейные, циклические, двусвязные и 
односвязные списки. С помощью орграфов это можно представить следующим 
образом: 
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…      … ZNN

HEAD 
 
 
 
 
 

Линейный односвязный список. 
 
 
 
 
 
 
 

HEAD 

PREVIOUS            ZERO PREVIUOS           NEXT NPRZERO                    NEXT 

Линейный двусвязный список. 
 

 
 
 
 
 
 
 

HEAD 

                     NEXT                     NEXT                    NEXT ZeroHead     NEXT

Односвязный  циклический список. 
 
 

… … …

HEAD 

PREVIOUS                        NEXT

PREVIOUS                         NEXT

PREVIOUS                         NEXT 

PREVIOUS  ZeroHead       NEXT

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Двусвязный циклический список. 
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На рисунках обозначены: 
HEAD – указатель (адрес, ссылка) на начало списка; 
NEXT – указатель на следующий элемент списка; 
PREVIOUS – указатель на предыдущий элемент списка; 
ZERO – признак окончания ссылок; 
ZeroHead – признак головного узла циклического списка. 
 
Пустой циклический список содержит одно лишь головное звено, которое 

ссылается само на себя. Необходимо отметить, что работа с циклическими 
списками часто бывает более эффективна. 

Связанное представление информации. Списки. Операции над 
списками 

На примере линейных структур легко оценить особенности работы со 
связанным представлением информации. Основными операциями с 
рассмотренными структурами данных являются: 

заведение структуры данных, ее уничтожение; 
поиск элемента информации в структуре; 
обновление структуры данных: вставка нового элемента и удаление старого 

элемента; 
обход структуры данных с выполнением определенных, наперед заданных, 

действий. 
Понятно, что при связанном представлении очень эффективно будут 

выполняться операции обновления информации. 
Связанное представление информации очень подходит для структур данных, 

представляющих собой разного рода последовательности. Системы 
компьютерной алгебры, как раз, имеют дело с такого рода информацией. Так, 
например, полином (базовая структура систем компьютерной алгебры) 
представляет собой последовательность мономов, а моном в свою очередь 
последовательность термов и т.п. Поэтому неудивительно, что в большинстве 
систем компьютерной алгебры широко используются списки. 

Если элементом списка может являться другой список, то, таким образом, 
может быть представлена информация любого уровня иерархии, т.е. список 
можно рекурсивно определить через сам же список. Рассмотрим основные 
операции над такими списками. 

Обозначим список в виде  
L А А A Ai= ( , , , , ,1 2 K K n ) ,где  - элемент списка, который в свою очередь 

может быть списком. 
Ai

Тогда со списком можно производить следующие операции: 
заведение нулевого списка – L = () ; 
нахождение первого элемента списка (головы); если задано , то искомый 

элемент ; 
L

A1

нахождение остатка списка (переход по ссылке к следующему элементу), если 
задано , то искомый элемент ; L ( , , , ,А A Ai n2 K K )

слияние двух списков и образование нового списка L, если заданы списки  
и , то новый искомый список будет 

L1

L2 L L L= ( ,1 2 ) . 
В принципе, этих базовых операций достаточно для реализации спискового 

представления, что и сделано в языке программирования LISP, но, обычно 
рассматривают также следующие операции: 
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нахождение следующего элемента , если известен элемент ; Ai+1 Ai

вставка нового элемента B  после элемента , т.е. получение из списка 
 нового списка 

; 

Ai

L А А A A Ai i n= +( , , , , ,1 2 1K K

M А А A B Ai i= +( , , , , , , ,1 2

,
1K K

)
n )

)

A
удаление элемента следующего за элементом , т.е. получение из списка 

 нового списка 
Ai

ML А А A A Ai i n= +( , , , , , ,1 2 1K K А А A A Ai i n= +( , , , , , ,1 2 2K K ) . 
В разных языках программирования это делается по-разному, но везде 

довольно эффективно. 

Реализация операций над списками в разных языках 
программирования: LISP, C++, PASCAL 

Рассмотрим предложенные базовые операции и их схемы реализации в 
наиболее известных языках программирования. Выбор среди языков 
программирования языка PASCAL мотивировался распространенностью его при 
обучении студентов разных специальностей и его наглядностью, а выбор языка 
LISP, применяемого в разработке систем компьютерной алгебры,  наличием 
учебного эффекта при сравнении использования специализированного языка 
программирования, который разрабатывался как язык обработки списков, с 
аналогичным применением стандартных средств. Необходимо заметить, что при 
рассмотрении схем реализации обработки списков, мы ориентировались на 
представление списков в виде односвязного циклического списка. 

Язык программирования LISP 
В языке программирования LISP наиболее легко использовать операции над 

списками, так как язык LISP  реализован как списковый процессор, т.е. его 
основным объектом является список и операции над списками. 

Список представляется как объект вида 
(A1 A2 A3 …), 
где А1, А2 являются либо атомами, либо такими же списками. Атом это 

специальный базовый тип данных языка LISP для представления данных. 
Атомом могут быть следующие структуры данных: целое число, вещественное 
число, идентификатор. 

Пример списков 
(А В С) 
((А В) С) 
(А ((А С) А) В С А) 
Операции в LISP реализуются с помощью функций, аргументом которых 

являются списки. 
Основные операции над списками выглядят следующим образом: 

Заведение нового списка – операция LIST работает так: LIST(A) получает 
список (А), LIST((A)) получает список ((А)); 

Получение первого элемента списка – функция CAR работает так: если 
L=(A D C), то CAR(L) получает список (А); 

Получение остатка от списка (без первого элемента списка) – функция CDR 
работает так: если L=(A D C), то CDR(L) получает список (D C); 

Объединение двух списков, т.е. заведение нового списка L, результата 
сцепления двух списков: списка А и списка С. Операция CONS работает так: 
CONS(A C) получает список L=(А C). Причем СONS(CAR(A) CDR(A)) 
получает список А. 
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Другие операции над списками получаются с помощью комбинаций 
вышеприведенных операций. Особый случай образуют операции комбинирования 
операций CAR и CDR. В этих случаях используется последовательность букв А и 
D для задания последовательности применения этих операций, например, 
CAAADR, CDDDR, CADR, CDADR и т.п. Для задания особых случаев (пустого 
списка) используется значение NULL. 

Так как в LISP операции реализованы на внутреннем уровне, то при 
программировании списковых преобразований не приходится заботиться ни о 
сборке мусора, ни о решении других подобных проблем. 

Язык программирования С++ 
Язык программирования С++ является объектно-ориентированным языком 

программирования и в нем существует библиотеки классов, реализующих 
различные структуры данных, в том числе и списки. В силу этого в терминах этих 
классов и присущих им методов легко реализуются операции над списками. 

Язык программирования PASCAL 
При программировании на языке PASCAL необходимо выбрать базовую 

структуру данных для представления одного звена. Допустим, для конкретности, 
что значение элемента списка есть вещественное число. Тогда можно предложить 
следующую схему. 

Type TElement=Real; 
     PLink=^TLink; 
     TLink=record 
             Next:PLink; 
             Case  
              atom:boolean 
              of true: Val:TElement; 
                 false:ValList:PLink; 
              end;   
             End; 
В отдельном модуле (Unit) необходимо реализовать операции над списком, 

представимом в виде односвязного циклического списка со звеном, описанном 
выше. Предлагаем один из вариантов. 

Procedure NewList(var Head:PLink); 
  Begin 
  {If MaxAvail<SizeOf(Head)then Halt 1;} 
  New(Head); 
  Head^.Next:=Head; 
  Head^.atom:=false;   
  End; 
 
Procedure DublLink(H:PLink; var P:PLink); 
  Begin 
  {If MaxAvail<SizeOf(P)then Halt 1;} 
  New(P); 
  P^.atom:=H^.atom; 
  If P^.atom  
    then P^.Val:=H^.Val else P^.ValList:=H^.ValList;   
  End; 
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Procedure DublList(Head:PLink; var Dubl:PLink); 
  Var P,H,D:PLink; 
  Begin 
  H:=Head^.Next; 
  NewList(Dubl); 
  D:=Dubl; 
  While H<>Head do 
  Begin   
  If H^.atom  
     Then DublLink(H,P) 
     Else DublList(H,P); 
  D^.Next:=P; 
  P^.Next:=Dubl;  
  H:=H^.Next; 
  End; 
End; 
 
Procedure CARList(Head:PLink; var First:PLink); 
Var P:PLink;   
Begin 
  {If MaxAvail<SizeOf(Head)then Halt 1;} 
  NewList(First); 
  If Head^.Next<>Head  
    Then 
    Begin 
    DublLink(Head^.Next,P); 
    First^.Next:=P; 
    P^.Next:=First;  
    End;  
End; 
 
 
Procedure CDRList(Head:PLink; var Last:PLink); 
  Begin 
  {If MaxAvail<SizeOf(Head)then Halt 1;} 
  If Head^.Next<>Head Then 
        DublList(Head^.Next,Last); 
  End;  
 
 
Procedure CONSList(H1,H2:PLink; var H:PLink); 
  Var P1,P2,X1,X2:PLink; 
  Begin 
   DublList(H1,P1); 
   DublList(H2,P2); 
   NewList(H); 
   {If MaxAvail<SizeOf(H)then Halt 1;} 
   New(X1); 
   {If MaxAvail<SizeOf(H)then Halt 1;} 
   New(X2); 
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   X1^.atom:=false; 
   X2^.atom:=false; 
   X1^.ValList:=P1; 
   X2^.ValList:=P2; 
   X1^.Next:=X2; 
   X2^.Next:=H; 
   H^.Next:=X1; 
  End;  
 
Procedure InsertLink(P:PLink; V:PLink); 
  Begin 
  V^.Next:=P^.Next; 
  P^.Next:=V; 
  End;  
Procedure DeleteList(P:PLink); 
  Var T,X:PLink; 
  Begin 
  T:=P^.Next; 
  While T<>P do 
   If T^>atom  
      Then begin X:=T; T:=T^.Next; Dispose(X); end 
      Else begin X:=T; T:=T^.Next;DeleteList(X);end; 
   Dispose(P); 
  End;   
Procedure DeleteLink(P:PLink); 
  Var T:PLink; 
  Begin 
  If P^.Next<>P then 
     Begin 
     T:=P^.next; 
     P^.Next:=T^.Next; 
     If T^.atom  
       then Dispose(T) 
       else DeleteList(T);  
     End; 
 End;  
Procedure SearchInList 
     (H:PLink;V:Telement; 
      var X:PLink; var Ok:boolean); 
  Var T,X:PLink; 
  Begin 
  T:=H^.Next; 
  Ok:=false; 
  X:=Nil;  
  While (not Ok) and (T<>H) do 
   Begin   
   If T^.atom  
      Then  
        if T^.VAL=V  
          then begin X:=T; Ok:=true; end 
      Else SearchInList(T,X,O); 
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   T:=T^.Next; 
   End; 
  End;   
Приведенные примеры программ показывают относительную сложность 

программирования на разных языках программирования структур данных 
базового уровня - структур, используемых в системах программирования. 

Вывод, который напрашивается - программирование в специализированных 
языках, где внутренние проблемы обработки данных решены специалистами, в 
большинстве случаев оправдано. Такие языки программирования 
разрабатываются специально для целей создания сложных систем. 

Тем более понятно, что строить программы средствами, представляемыми 
для программирования системами компьютерной алгебры, такими, как 
MATHEMATICA, более удобно и менее трудоемко, чем строить свою 
программную систему для работы, например, с полиномами. Следует, однако, 
заметить, что в некоторых случаях построение своих систем аналитических 
вычислений для специализированных задач может иметь место. Это обычно 
делается с целью создания компактных программных продуктов и повышения 
эффективности проводимых аналитических преобразований.
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3.2. Структуры данных, используемые в компьютерной 
алгебре 

Структура хранения 
Структура хранения информации в системах компьютерной алгебры 

обычно представляет собой списки в силу того, что базовые элементы 
информации  компьютерной алгебры (полиномы, ряды, матрицы и т.п.) суть 
последовательности, число элементов которых конечно и неопределенно. Так как 
память машины представляет собой линейную структуру и, как было выяснено в 
предыдущей лекции, хранить последовательности выгодней в виде связанных 
структур – списков, то этот выбор очевиден. Разработаны специальные языки для 
обработки списков и в системах компьютерной алгебры построены корневые 
подсистемы для работы со списками.  

При этом необходимо решить один основной вопрос – выбор структуры 
представления данных, задачу представления исходной информации через 
структуры хранения, т.е. вопрос моделирования объектов компьютерной алгебры 
посредством совокупности структур хранения и разработки представлений и 
преобразования информации из исходной формы представления во внутреннюю 
форму и наоборот. Исходные объекты имеют определенную алгебраическую 
природу и при преобразовании их во внутреннюю форму представления 
необходимо сохранить их алгебраические свойства и предусмотреть эффективные 
способы их преобразований с учетом этих свойств. При этом выбранная форма 
представления зачастую определяет и способ обработки этой информации, и 
набор алгоритмов, используемых в процессе преобразований. 

При разработке структуры этой лекции использовались в качестве образца 
подача материала - структура одной из глав книги Дж. Дэвенпорта, И. Сирэ, 
Э. Турнье.1. При этом сохранены некоторые учебные примеры. 

Виды представлений. Канонические и нормальные, плотные и 
разреженные представления 

Пусть задано множество объектов  и множество представлений O R , между 
которыми установлено соответствие, тогда представление называется 
каноническим, если соответствие является взаимно однозначным, т.е. каждому 
объекту  соответствует один и только один элемент r  из пространства 
представлений 

o1 1

R . 
Нормальным представлением называется такое представление, в котором 

только один, особый элемент пространства объектов , так называемый нулевой 
элемент, представляется в пространстве представлений единственным образом. 

O

Чтобы распознать, являются ли два объекта и  одним и тем же 
объектом, в случае канонического представления достаточно сравнить их 
представления r и .  

o1 o2

1 r2

В случае нормального представления, чтобы узнать, являются ли два разных 
представления и  представлением одного итого же объекта, необходимо 
произвести алгебраическую операцию по получению нулевого объекта и если 

r1 r2

                                                 
1 Дж. Дэвенпорт, И. Сирэ, Э. Турнье. Компьютерная алгебра. - М.: Мир, 1991. 
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полученное представление  -  есть представление нулевого объекта, то тогда 
эти два представления суть равны. 

r1 r2

ПРИМЕР 1.  X+Y и Y+X   - два разных представления одного и того же 
объекта – полинома. 

Для систем компьютерной алгебры проблема идентичности объектов тем 
более важна в силу алгебраических свойств объектов и наличия алгебраических 
операций типа деления, которые не существуют, когда второй операнд операции 
есть нуль. 

Проблема идентичности, как видно, наиболее легко разрешается для 
канонических представлений. Она разрешима (с бóльшими трудностями) и для 
нормальных представлений и она не разрешима для всех остальных 
представлений. 

В случае, если мы не можем сказать, являются ли два представления и  
представлением одно и того же объекта, то мы не можем ручаться за 
корректность полученного результата, т.е. за сам результат. 

r1 r2

Особая роль нуля, или точнее говоря нулевых элементов, в системах 
компьютерной алгебры сказывается при представлении таких базовых структур 
информации как полиномы и матрицы. Не всегда есть необходимость хранить 
нулевые элементы непосредственно в структуре хранения, часто достаточно 
иметь соглашения о работе с этими нулевыми элементами. При этом возникает 
возможность в более компактном представлении данных и в более эффективных 
преобразованиях над ними. 

В связи с этим различают плотные и разреженные представления данных. В 
плотных представлениях хранятся все нулевые элементы структуры, а в 
разреженных представлениях нулевые элементы не хранятся. 

 

Представления базовых структур систем компьютерной алгебры 

Представление рациональных чисел 
Развитая система компьютерной алгебры всегда содержит в себе подсистему 

работы с целыми и рациональными числами произвольной точности. 
Возможны различные способы представлений целых чисел: 

ограниченной точности, когда количество цифр в целом числе задано. К 
таковым относятся все стандартные арифметики в языках 
программирования; 

произвольно заданной точности, когда количество цифр в заданном числе 
можно менять, но только один раз – задавать перед вычислениями; 

неограниченной точности, когда количество цифр в числе не ограничивается 
никаким наперед заданным числом кроме ограничений, связанных с 
размером памяти машины. 
В системах компьютерной алгебры целые числа неограниченной точности, 

реализуются программным путем, и этот тип данных  считается базовым, 
стандартным. 

 
ПРИМЕР 2. Полиномы A x( )  и B x( )  требуют для вычисления 
A x x x x x x x( ) = + − − + + −8 6 4 3 23 3 8 2 5

1
  и  

B x x x x x( ) = + − − +3 5 4 9 26 4 2  
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b b b0 1 2K

по алгоритму Евклида НОД от этих двух полиномов, который равен 
единице, вычислений над целыми числами, содержащими 35 десятичных цифр. 

Целые числа в системах компьютерной алгебры представляются в виде 
последовательности цифр вида 

bn , nn bbbbb 1210 −L

где цифры  являются цифрами по основанию системы счисления . Число 
есть максимальное или близкое к нему число, умещающееся в одной ячейке 

(слове). 

bi b
b

Данная последовательность представляется обычно в виде списка вида 
 
 
 
 
 
 
 

Z b1 …     bn   b0

HEAD 
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Числовые коэффициенты могут быть числами разных типов, в том числе, и 
целыми числами произвольной точности. 

Полином представляет собой сумму мономов, иными словами 
последовательность. 

Чтобы представление полинома сделать каноническим, необходимо 
упорядочить последовательность мономов по убыванию (возрастанию) степени 
мономов. Полином может храниться как в плотном, так и в разреженном 
представлении. 

В плотном представлении хранится: 
лишь число мономов – максимальная степень старшего монома плюс 

единица, и все, в том числе, и нулевые коэффициенты мономов. 
В разреженном представлении хранится последовательность записей, 

содержащих для каждого ненулевого монома коэффициент и его степень. 
Разница между плотным и разреженным представлениями сказывается в 

расходовании памяти и эффективности вычислений. 
ПРИМЕР 3.  Понятно, что полином  требует для своего 

хранения существенно разного количества памяти при плотном и разреженном 
представлениях. 

A x x( ) = −1000 1

При плотном представлении алгоритмы преобразования полиномов более 
эффективны и поэтому в специализированных системах, ориентированных на 
задачи небесной механики и астрономии, где число членов рядов для вычислений 
с повышением точности вычислений растет быстро и мало число нулевых членов, 
используется для представления полиномов плотное представление. 

При разреженном представлении для хранения полиномов используются 
списки, в каждом узле которых хранится запись об одном мономе. 

Полиномы от нескольких переменных 
Полином от нескольких переменных, т.е. выражение вида 

P c xi
j

k

j
b

i

n
ij=

==
∏∑ *

10
, 

где с  - числовые коэффициенты, i

bij  - степень – целые числа, 
x j   - имя переменной. 

представляет собой сумму мономов, иными словами последовательность, а 
моном произведение термов, т.е. тоже последовательность. 

Для того, чтобы ввести каноническое представление таких структур, 
необходимо упорядочить последовательность мономов одним из возможных 
способов. Для этого необходимо ввести порядок на имена переменных, например, 

X X X X K1 2 3f f fKf , 
т.е. переменная  старше переменной , переменная  старше 

переменной и т.д. 
X1 X 2 X 2

X 3

Когда введен порядок на переменные, можно ввести каноническое 
представление в одном из следующих представлений: 
лексикографическое упорядочивание по степени каждой переменной; 
упорядочивание по общей степени с прямым лексикографическим порядком на 
степень каждой переменной; 
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упорядочивание по общей степени с обратным лексикографическим порядком 
на степень каждой переменной. 
Необходимо заметить, что все канонические представления равноправны, но 

результат алгебраических операций может зависеть от представления полиномов. 
ПРИМЕР 4.  Простейшая операция – разделить полином  на полином A B . 
A x y x y( , ) *= + 2 , 
B x y x y( , ) = − . 
Если x  старше y , то результат деления 1 и остаток от деления . 3* y
Если y  старше x , то результат деления -2 и остаток от деления 3* x . 
Для других более сложных операций результат также может зависеть от 

выбранного представления полиномов в системе компьютерной алгебры. Обычно, 
порядок, который накладывает система компьютерной алгебры на буквенные 
переменные, не известен пользователю. 

Существует еще одна каноническая форма для представления полиномов от 
нескольких переменных, которая часто используется в системах компьютерной 
алгебры. Это, так называемая рекурсивная форма хранения полинома, когда 
полином от нескольких переменных (N) представляется как полином от одной 
переменной с коэффициентами - полиномами  от других переменных. (N-1) 

ПРИМЕР 5.  Полином A x y z( , , )  можно представить в виде структуры 
A x y z x y z x z x y x x( , , ) * * * * * * *= + + + +5 3 97 2 3 7 7 7 3 − 7

− 7
 

A x y z z y y z x x( , , ) (( * ) * ( * )) *= + + + +5 9 3 13 2 7 3 . 
При таком представлении на заданном порядке переменных полином 

представляется в виде иерархического списка, где в качестве коэффициентов 
хранятся ссылки на списки – полиномы более низкого уровня. 

Рациональные функции 
Дробно-рациональные функции, представляющие собой отношение 

полиномов, разумно хранить в виде записи, содержащей ссылку на полином - 
числитель и ссылку на полином – знаменатель. При этом полиномы должны 
находиться в одной канонической форме. 

Кроме того, чтобы представление было каноническим необходимо наложить 
еще некоторые требования на числитель и знаменатель по аналогии с 
требованиями на хранение рациональных чисел произвольной точности. 

Такими требованиями могут быть следующие требования: 
числитель и знаменатель должны быть сокращены на полином, - наибольший 

общий делитель этих двух полиномов; 
числовые коэффициенты числителя и знаменателя должны быть сокращены на 

общий множитель; 
старший коэффициент знаменателя должен быть положительным. 

В силу того, что поиск наибольшего общего делителя для двух полиномов 
от нескольких полиномов является операцией вычислительно трудоемкой, и она 
должна проводиться на низком уровне вычислений, т.е. очень часто, то в 
развитых системах компьютерной алгебры предусмотрены режимы работы с 
хранением дробно-рациональных функций как в канонической форме хранения, 
так и в нормальной форме хранения (без сокращения на НОД). 

Более того, для работы с полиномами от нескольких переменных в САВ 
имеется несколько канонических и нормальных форм представления и 
пользователь должен уметь грамотно ими пользоваться и учитывать тот факт, что 
от выбранной формы представления может зависеть результат его вычислений.  
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Представление алгебраических функций 
Мы рассмотрели представление базовых структур систем компьютерной 

алгебры – полиномов и дробно-рациональных функций. Как же представлять 
алгебраические объекты более сложной природы, например, алгебраические 
функции. 

Алгебраическим числом называется число, являющееся решением 
уравнения P x( ) = 0 , где P x( )  - полином от одной переменной с коэффициентами 
– целыми числами. 

ПРИМЕР 6.  Полином   порождает алгебраическое число P x x( ) = −2 2 2 . 
Алгебраической функцией по аналогии является функция, являющаяся 

решением уравнения вида P x( ) = 0 , где P x( )  - порождающий полином от одной 
переменной с коэффициентами – полиномами от нескольких переменных с 
целыми коэффициентами. 

ПРИМЕР 7. Полином  порождает алгебраическую функцию P x x y( ) = − +2 2
2 − y . 

Простым радикалом называется положительная дробная степень от 
полинома с целыми коэффициентами, вложенным радикалом называется 
положительная дробная степень от выражения, содержащего радикалы. 

Простые радикалы 
Для представления простых радикалов необходимо ввести новую 

квазипеременную , обозначающую этот радикал, и в ее терминах выразить 
вхождение степеней этого радикала в другие выражения. При этом необходимо 
учитывать, что порождающий полином удовлетворяет условию . 

r1

P r( )1 0=
Чтобы выбранное представление стало каноническим, требуется разрешить 

неоднозначность дробно-рациональных отношений радикалов и разрешить 
вопрос независимости радикалов друг от друга (в случае работы с несколькими 
радикалами). 

ПРИМЕР 8. На простом примере функций – радикалов можно видеть, что 

функция 
1

2 1
−

− −
y

y
 и функция 2 − +y 1 два представления одного итого же 

радикала и их разность есть нуль. 
ПРИМЕР 9. Радикалы α = +x 1 , β = +x 2  и радикал γ = + +x x2 3 2*  

взаимозависимы. Разность α β γ* − , т.е. величина x + 1 * x + 2 - x x2 3 2+ +* , 
равна нулю. 

Чтобы выбрать каноническое представление для простых радикалов 
необходимо после введения новых квазипеременных решить следующие 
проблемы: 

Найти все вхождения радикала и его степеней в исходные формулы. При этом 
необходимо учитывать уравнение на порождающий полином; 

Применением расширенного алгоритма Евклида привести дробно-
рациональные функции к виду со знаменателями, свободными от радикалов; 

Освободиться от взаимозависимости радикалов друг от друга. 
В системах компьютерной алгебры эти процедуры обычно не производятся, 

или, чтобы их сделать, пользователь должен самостоятельно задать 
соответствующий режим. Такое решение принимается в силу неэффективности 
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или нерациональности действий, необходимых для достижения канонической 
формы представления выражений. 

ПРИМЕР 10. На простом примере чисел – радикалов, можно видеть, что 
отношение радикалов вида 

1
2 3 5+ + + 7

 , 

выглядит при вычислениях более заманчиво, чем оно же, приведенное к 
каноническому   виду – к виду дроби, свободной от радикалов.  Она выглядит 
следующим образом 

22 3 5 7 34 2 5 7 50 2 3 7 135 7 62 2 3 5 133 5 145 3 185 2
215

− − + + − − +
. 

Вложенные радикалы 
Понятно, что для вложенных радикалов решение проблемы выбора 

канонического представления является еще более сложной задачей, чем для 
простых радикалов, но характер проблем остается тем же самым. Необходимо 
ввести новые квазипеременные и решить проблемы, представленные в 
предыдущем пункте. 

Приведем некоторые примеры взаимозависимости вложенных радикалов. 
ПРИМЕР 11. На простом примере чисел – радикалов можно видеть, что 

взаимозависимость может быть не тривиальной 
5 2 6 5 2 6 2 3+ + − = . 

ПРИМЕР 12. На примере вложенных функций – радикалов можно показать их 
взаимозависимость. 

x x
x x

+ − =
+

+
−2 1

1
2

1
2

 . 

Алгебраические функции общего вида 
На примере простых и вложенных радикалов обозначился тот круг проблем, 

которые необходимо решить для построения канонического представления 
алгебраических функций. 

Как можно решить задачу взаимозависимости алгебраических функций? 
Если порождающий алгебраическую функцию полином неприводим, т.е. не 
разложим на множители – полиномы с целыми коэффициентами, то корни 
уравнения P x( ) = 0  – алгебраические функции независимы. 

Значит, для поиска независимых алгебраических функций необходимо 
решить задачу факторизации полинома от нескольких переменных. Более того, 
если у нас есть несколько порождающих полиномов, возникает задача разложения 
полиномов на множители над алгебраическими полями, что довольно сложно. 
Т.е., если есть два неприводимых полинома и , это еще не значит, что корни 
второго полинома не являются независимыми в терминах корней первого 
полинома. 

P1 P2

ПРИМЕР 13. Пусть заданы два порождающих уравнения, неприводимых над 
полиномами с целыми коэффициентами, 

P1 0( )α =  и P2 0( )β = , но 
P2 1( ) ( ) * ( , )hβ β α β α= + − , где h  –полином. 
Тогда алгебраические функции линейно зависимы. 
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Второй способ разрешения взаимозависимости алгебраических функций 
построение примитивных элементов. Вместо того, чтобы рассматривать 
несколько алгебраических чисел (функций), можно построить одно 
алгебраическое число (функцию) в терминах которого выразить все остальные. 
Эта величина называется примитивным элементом поля. 

ПРИМЕР 14. Число α , корень полинома , равен α α4 210 1− * + 2 3+  и 
числа 2 93= −( *α α 2) / , 3 11 3= −( α α 2) /  можно выразить через него. 

Оба способа разрешения взаимозависимости рациональных функций 
вычислительно трудоемки и практически не приемлемы для применения в 
системах компьютерной алгебры, и поэтому в системах аналитических 
вычислений не применяется канонических представлений для алгебраических 
функций.  

Вывод заключается в следующем: наличие теоретических алгоритмов 
разрешения проблем компьютерной алгебры не означает их практическое 
решение. 

Представление трансцендентных функций 
Известно, что для произвольной трансцендентной функции, содержащей 

хотя бы одну буквенную переменную, алгебраические операции, круглые скобки, 
логарифмическую и экспоненциальную функции (ln, exp, либо 
тригонометрические функции), константы е, i, π и вещественные числа, 
теоретически не существует приемлемого алгоритма распознавания  
идентичности функции и нуля. 

Таким образом, для трансцендентных функций не существует ни 
канонического, ни нормального представлений. 

Для представления таких функций используется развитая система 
переобозначений промежуточных выражений через новые переменные с 
введением новых квазипеременных на каждом уровне иерархии с дальнейшим 
представлением этих выражений в виде полиномов или дробно-рациональных 
функций. Т.е. каждое алгебраическое выражение представляется в виде полинома 
от буквенных переменных и введенных новых квазипеременных на каждом 
уровне иерархии. Новой квазипеременной может быть известная функция от 
выражения («ядра»), степень известной функции, степень полинома и т.п. 

В силу отсутствия нормальных представлений для трансцендентных 
функций процесс получения результата при преобразованиях таких функций  не 
может быть полностью автоматизирован и большая часть преобразований должна 
определяться в диалоге с квалифицированным пользователем, который задает 
правила преобразований, свойства функций, правила применения тождеств и 
желаемый вид результата. 

Поэтому в системах компьютерной алгебры предусмотрены средства для 
построения таких диалогов.   
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Представление матриц 
Матрицы обычно представляются либо в виде двумерных массивов вида 

a a a a
a a a a

a a a a

n

n

m m m mn

11 12 13 1

21 22 23 2

1 2 3

, , , ,
, , , ,

, , , ,

L

K

K K K

K



















, 

либо в виде списка списков вида 
(( , , , , ), ( , . , , ), ( , , , , ))а а а а a a a a a a a an n m m m11 12 13 1 21 22 23 2 1 2 3L L L

ij

mnL , где в 
качестве а обозначены ссылки на представление элементов матриц – формул. 

Для представления матриц используется обычно плотное представление, т.е. 
хранятся все элементы матриц, в том числе, и нулевые. В некоторых особых 
случаях для матриц специального вида, таких как, диагональные, ленточные и т.п. 
иногда применяется  разреженное представление и, соответственно, специальные 
алгоритмы преобразований матриц. 

Представление рядов 
Системы компьютерной алгебры работают с различного рода рядами: 

рядами Тейлора, рядами Лорана, рядами Пуассона и Фурье и т.п. Представление 
информации подобного рода имеет свои особенности. 

Для рядов Тейлора обычно существует некоторая малая величина ε  - 
переменная,  от степени которой зависят все члены ряда. Поэтому системы 
компьютерной алгебры работают в этих случаях не с рядами, а с отрезками рядов. 
При этом для каждого отрезка ряда есть понятие точности ряда. Точностью 
отрезка ряда называется максимальная, положительная степень членов отрезка 
ряда по переменной, характеризующей его малость, по переменной ε .  

Работая с такими отрезками рядов, приходится решать специфические 
проблемы, например, потери точности или появления дробных степеней в 
отрезках рядов Тейлора (выхода при преобразованиях выражений в другой класс 
обрабатываемой информации, в другой класс рядов). Эти проблемы можно 
решить, так как операции, где появляются эти проблемы, и условия их 
возникновения известны заранее. 

При работе с рядами Тейлора употребляются и специальные методы работы 
и представления информации, такие как метод последовательных приближений и 
метод Нормана. В этих случаях хранят не все члены рядов, а только некоторые, а 
вместо других членов ряда хранятся правила их получения, которые срабатывают, 
если необходимо получить члены ряда большей точности (малости). 

Для рядов Пуассона и Фурье реализуются канонические представления с 
учетом специфики выражений. Необходимо заметить, что и в этих случаях 
предусматривается наличие переменной (параметр малости) ε , по степени 
которого можно отбрасывать малые члены рядов, и работать с конечными 
отрезками рядов. 

Для работы с рядами обычно используются специализированные системы и 
подсистемы компьютерной алгебры. 
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Выводы  
Необходимо, в силу вышесказанного, учитывать, что для разных 

последовательностей действий, на первый взгляд эквивалентных с 
алгебраической точки зрения, при преобразованиях, проводимых с помощью 
систем аналитических вычислений, можно получить разные результаты. 

Во-первых, при одной последовательности преобразований можно не 
достичь результата из-за ограниченности вычислительных ресурсов, что не 
случится при другом порядке вычислений. Например, 

( * * )x x x x+ + − + +1 2 3 22 10002 . Результат равен нулю. 
 
Во-вторых, при разных последовательностях действий можно получить 

разные результаты. 
В-третьих, можно получить неправильный результат (обычно при делении 

на нераспознанный нуль). 
 
 

Резюме 
• Для работы с любым видом информации необходимо выбрать способ ее 

представления. При этом выбранная форма представления зачастую определяет и 
способ обработки данных, и набор алгоритмов, используемых в процессе 
преобразований. 

• Приведенные примеры программ показывают относительную сложность 
программирования на разных языках программирования структур данных 
базового уровня - структур, используемых в системах программирования. 

Выбор представления математических объектов в компьютере существенно 
влияет на их преобразования и на получение достоверного результата, требует 
знания от пользователя принципов построения таких представлений и 
внутреннего устройства систем компьютерной алгебры. 

 
Контрольные вопросы и упражнения: 
1. Математическое определение структуры данных. 
2. Что такое схема структуры данных и экземпляр структуры данных? 
3. Примеры линейных структур данных. 
4. Связанное распределение памяти, списки. 
5. Основные базовые операции над списками. 
6. Виды представлений. Канонические и нормальные, плотные и разреженные 

представления 
7. Представление рациональных чисел. 
8. Представление полиномов от одной переменной 
9. Представление полиномов от нескольких переменных. 
10. Представление рациональных функций, алгебраических функций, 

трансцендентных функций 
11. Представление  матриц, рядов. 
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4. Элементарные арифметические операции над 
числами и полиномами 
Основой для построения систем компьютерной алгебры являются выбор 

представления полиномов от нескольких переменных, целых и рациональных 
чисел произвольной точности и набор алгоритмов базовых операций над этими 
структурами данных. 

Рассмотрим основные алгоритмы арифметических операций над целыми 
числами и полиномами. 

4.1. Позиционные (сокращенные) системы счисления 
С любым числом можно связать два атрибута: его значение и запись числа. 

Правила записи чисел называются системой счисления, а символы, используемые 
для записи чисел – цифрами. Позиционной системой счисления называется такая 
система счисления, в которой вес, вносимый отдельной цифрой в значение числа, 
зависит от ее позиции в записи числа. Количество цифр, принятых для записи 
чисел в позиционной системе счисления, называется основанием системы 
счисления. 

Наиболее распространены позиционные системы счисления с основаниями 
10, 2, 8, 16. 

Представление целых чисел 
Целые числа представляются в позиционной системе счисления 

последовательностью цифр. Для любой позиционной системы счисления с 
основанием  справедлива следующая связь между записью целого 
положительного  числа и его значением 

b

( ) * * * *a a a a a a a b a b a b a b a b an n b n
n

n
n

− −
−= + + + + + +1 3 2 1 0 1

1
3

3
2

2
1 0L L * , 

 где – цифры, а  – основание системы счисления. ai b
Обобщением привычной десятичной системы счисления будет система 

счисления, для которой в качестве  берут любое целое число. b
Для учета знака целого числа используются прямой, дополнительный и 

обратный коды. В прямом коде отрицательные числа идентифицируются с 
помощью знака «-», поставленного  перед цифрами. При этом одно и то же число 
- нуль может иметь два вида записи: положительный нуль и отрицательный нуль. 

Обратный и дополнительный код используются для упрощения операций на 
ЭВМ с отрицательными числами. 

Существует сокращенная форма записи целых чисел, в которой цифры  
могут быть как положительными, так и отрицательными. Каждая из них 
принадлежит диапазону 

ai

a b bi ∈ −[ / , /2 2 ) , где  – основание системы счисления 
и . Наиболее известной из таких систем счисления является уравновешенная 
троичная система счисления с основанием 

b
b > 2

b = 3 и цифрами 1 0 1, , . Преимущество 
таких систем заключается в простоте выполнения операций с отрицательными 
числами. Они могут быть использованы и для представления вещественных 
чисел. 

Нижегородский государственный университет им. Н. И. Лобачевского 38 



 Coa Компьютерная алгебра 

Представление вещественных чисел 
Для вещественных чисел взаимозависимость записи чисел и их значений 

приобретает следующий вид 
( . ) * * * * *L L La a a a a a a a b a b a b a a b a bb3 2 1 0 1 2 3 3

3
2

2
1 0 1

1
2

2
− − − −

−
−

−= + + + + + + +

i

L

где – цифры, а b – основание системы счисления. a
Такая запись вещественного числа называется записью числа с 

фиксированной точкой, т.е. при такой записи всегда известно положение 
разделительной точки. Для вещественных чисел используется также запись с 
плавающей точкой, для которой p -разрядным числом с плавающей точкой по 
основанию  с избытком  называется пара чисел , которой отвечает 
значение 

b q ( , )e f

( , ) *e f f be q= − . 
Здесь  – целое число (порядок) и  – дробное число со знаком (мантисса). 

Условимся, что 
e f

| |f < 1 ,  − < <b b f bp p * .p

+

Число  с плавающей точкой называется нормализованным, если 
старшая цифра в представлении  отлична от нуля. 

( , )e f
f

Целые числа многократной точности 
В силу конструктивных особенностей вычислительных машин целые числа 

хранятся в оперативной памяти в словах (ячейках) определенного размера и на 
них накладываются ограничения по величине. Числа, которые хранятся в одном 
слове, будем называть числами однократной точности. Чтобы совершать 
операции над целыми числами большей величины необходимо организовать 
обработку чисел так называемой многократной точности (произвольной, 
неограниченной). При этом каждое число многократной точности состоит из 
нескольких чисел однократной точности. Если арифметические операции над 
числами однократной точности в компьютере реализованы с помощью 
электронных схем или встроенными программами, то арифметику многократной 
точности необходимо реализовать программным путем. 

Число многократной точности можно рассматривать как число в системе 
счисления по основанию , где  - максимальное число однократной точности 
или близкое к нему число. 

b b

Смешанные системы счисления 
Разновидностью позиционных систем счисления являются смешанные 

системы счисления или, точнее говоря, позиционные системы со смешанными 
основаниями. Их можно определить следующим образом 

K K

K K

L L

, , , , ; , ,
, , , , ; , ,

* * * * * * * * *

a a a a a a
b b b b b b
a b b b a b b a b a a b a b b

3 2 1 0 1 2

3 2 1 0 1 2

3 2 1 0 2 1 0 0 0 0 1 1 2 1 2

− −

− −

− − − − −









 =

+ + + + + +
 

Наиболее распространены такие системы счисления со смешанными 
основаниями, в которых работают с целыми числами; в качестве оснований 

 выбирают целые числа больше единицы и рассматривают только 
такие числа, которые не содержат позиционной точки, причем число  должно 
принадлежать интервалу 0

b b b0 1 2, , ,K
ai

≤ <a bi i . 

Нижегородский государственный университет им. Н. И. Лобачевского 39



 Coa Компьютерная алгебра 

Одна из наиболее важных систем со смешанными основаниями – это 
факториальная система счисления, где b ii = + 2 . 

Распространена в приложениях и система счисления со смешанными 
основаниями, в которой в качестве оснований b Fi i=  используются числа 
Фибоначчи, удовлетворяющие следующим условиям 

F F F F F ii i i0 1 2 10 1= 0= = + ≥+ +, , , .  
Модулярное представление целых чисел основывается на известной 

Китайской теореме об остатках, которая утверждает, что всякое целое число 
представимо единственным образом как набор цифр, остатков от деления на 
числа , которые попарно взаимно просты, т.е. mi

нод m mj k( , ) = 1при j k≠ . 
Модулярные алгоритмы, основанные на такой системе счисления, широко 

распространены в системах компьютерной алгебры. Их преимуществом является 
высокая эффективность выполнения операций сложения, вычитания и умножения 
чисел.  

В повседневной жизни системы со смешанными основаниями широко 
распространены. Например, величина, обозначаемая как  - «четыре недели, два 
дня, 10 часов, 22 минуты, 30 секунд, 567 миллисекунд», представляет собой 
следующее значение, выражаемое в миллисекундах:   

4 2 10 22 30 567
7 24 60 60 1000

, , , , ,
, , , ,









  . 

Числа со смешанными основаниями можно складывать, вычитать, используя 
обобщение алгоритмов сложения и вычитания для обычных позиционных систем 
счисления. Необходимо лишь, чтобы числа находились в одной системе 
счисления. Также можно обобщить классические алгоритмы умножения и 
деления чисел в позиционных системах счисления для чисел, записанных в 
позиционной системе со смешанными основаниями. 

Классические операции над числами произвольной точности 
Рассмотрим операции над числами многократной точности. Для 

наглядности изложения предположим, что мы имеем дело только с целыми 
числами. Для реализации арифметики многократной точности необходимо 
разобрать классические алгоритмы для следующих операций: 

Сложение или вычитание –разрядных целых чисел с получением –
разрядного ответа и цифры переноса; 

n n

Умножение –разрядного целого числа на –разрядное целое число с 
получением ( ) –разрядного ответа; 

n m
m n+

Деление ( )m n+ –разрядного целого числа  на –разрядное целое число, с 
получением ( ) –разрядного частного и n –разрядного остатка. 

n
m + 1

При этом под –разрядным целым числом следует понимать любое целое 
число, меньшее , где  есть основание принятой позиционной системы 
счисления, в которой представляются числа. Тогда каждое такое число в этой 
системе счисления записывается не более чем  «разрядами». 

n
bn b

n
Работая с числами многократной точности необходимо рассматривать их 

как числа, записанные в системе счисления по основанию , где –размер 
машинного слова. Тогда для реализации классических алгоритмов над числами 
многократной точности нам нужно уметь выполнять следующие операции: 

b b
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Сложение или вычитание одноразрядных целых чисел с получением 
одноразрядного ответа и цифры переноса; 

Умножение одноразрядного целого числа на другое одноразрядное целое число 
с получением двухразрядного результата; 

Деление двухразрядного целого числа на одноразрядное целое число при 
условии, что частное есть одноразрядное целое число, с получением 
одноразрядного остатка. 
Наличие в арсенале этих трех операций позволит построить программное 

обеспечение для арифметики многократной точности. 

Алгоритмы перевода из одной системы счисления в другую систему 
счисления 

Для того, чтобы преобразовать целое число из исходной формы записи во 
внутреннюю форму хранения и наоборот, необходимо знать алгоритмы перевода 
из десятичной системы счисления в систему счисления с основанием b  и обратно. 

Рассмотрим неотрицательные целые числа. Пусть  - максимальное целое 
число, умещающееся в одном слове (ячейке), а  – максимальная степень 
десятки, умещающееся также в одном слове, т.е. b b

b

10
b k

10 10=

10 b10< < * . 
Тогда перевод чисел из одной системы счисления  в другую разумно 

осуществлять по следующей схеме 
10 10→ →b b  и наоборот, b b . → →10 10
Алгоритмы перевода из одной системы счисления в другую классические в 

соответствии с определением позиционных систем счисления. 
Для перевода чисел из системы счисления с основанием 10 в систему 

счисления с основанием степени десятки  достаточно сгруппировать 
десятичные цифры по группам, содержащим десятичных цифр по  цифр в 
каждой группе, начиная с конца записи числа. Обратный перевод чисел также 
очевиден. 

b k
10 10=

k

Для перевода чисел из системы счисления с основанием b   в систему 
счисления с основанием  необходимо  пересчитать исходное число (производя 
вычисления в системе счисления с основанием  , вычислив полином значения 
числа по схеме Горнера) согласно формуле 

k
10 10=

b
b

(( ( * ) * ) * ) *L Lu b u b b u b um m10 1 10 10 1 10 0+ + + +− , 
где  - цифры исходного числа. ui

Для обратного перевода числа  из одной системы счисления в другую 
систему счисления (b ) необходимо для получения новых цифр производить 
деления исходного числа по основанию  на число , производя 
вычисления в системе счисления по основанию b , по следующей схеме: 

u
b→ 10

b b k
10 10=

U u b0 1= mod 0

10

b10

, 

 U u b b1 10= / mod , 

  U u b b2 10 10= / / mod , 
…      …     … 

и т.д., пока не получим чистый нуль. 
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4.2. Классические алгоритмы для операций сложения и 
вычитания целых чисел и полиномов 

Алгоритмы сложения и вычитания целых чисел произвольной 
точности 

Предположим, что мы имеем дело с неотрицательными целыми числами. 
Алгоритм 1. Сложение неотрицательных целых чисел. Заданы два целых 

числа по основанию  - первое слагаемое , второе слагаемое 
. Алгоритм вырабатывает их сумму . 

b u u u un1 2 3L

w w wn0 1 2 3Lv v v vn1 2 3L w w
Шаг 1. Начальная установка. 
 Установить (индекс цифры), j = n k = 0 (текущий перенос). 
Шаг 2. Сложение цифр.  
Установить w u v kj j j= + b+( ) mod  и  k u v k bj j= + +( ) /

k

. 
Шаг 3. Цикл по индексу .  j
Уменьшить   на единицу. Если , то вернуться в Шаг 2; в противном 

случае установить  и закончить алгоритм. 
j j > 0
w0 =

Алгоритм 2. Вычитание  неотрицательных целых чисел. Заданы два целых 
числа по основанию  - первое , второе  . Причем первое 
число обязательно больше (или равно) второго числа. Алгоритм вырабатывает их 
неотрицательную разность . 

b u u u un1 2 3L

wn3L

v v v vn1 2 3L

w w w1 2

Шаг 1. Начальная установка. 
Установить  (индекс цифры), j = n k = 0  (текущее заимствование). 
Шаг 2. Вычитание цифр.  
Установить w u v kj j j= − b+( ) mod  и  k u v k bj j= − +( ) / . 
Шаг 3. Цикл по индексу .  j
Уменьшить  на единицу. Если , то вернуться в Шаг 2; в противном 

случае  закончить алгоритм. 
j j > 0

Учет знаков целых чисел при их сложении и вычитании осуществляется 
обычным способом рассмотрением всех возможных вариантов и последующего 
применения приведенных алгоритмов. 

Рекомендуется иметь две различных программы: одну для сложения чисел, 
другую – для вычитания чисел, чтобы повысить эффективность на нижнем уровне 
иерархии алгебраических операций. 

Теорема. Трудоемкость предложенных алгоритмов прямо пропорциональна 
 - количеству цифр по b , основанию системы счисления, в слагаемых числах. n

Алгоритмы сложения и вычитания полиномов 
Полиномом над S называется выражение вида 
u x u x u x un

n( ) * *= + + +L 1 0 u, где «коэффициенты»  есть элементы 
некоторой алгебраической системы 

u n0 , ,K

S , а «переменная» x  есть формальный 
символ. Можно считать, что S  есть коммутативное кольцо с единицей (операции 
сложения, вычитания, умножения). 
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Операции сложения, вычитания и умножения определяются естественным 
образом. Алгебраическая система S  – это обычно множество целых или 
рациональных чисел; либо множество многочленов (от других переменных). 

Полиномиальная арифметика, по существу, эквивалентна арифметике 
многократной точности по основанию , за исключением того, что «подавлены» 
все переносы и заимствования в соседние коэффициенты (разряды). 

b

Для плотного представления полиномов могут использоваться 
видоизмененные алгоритмы арифметики многократной точности с учетом 
приведенных замечаний. 

Чаще, для разреженных представлений, используются алгоритмы, 
использующие особенности канонической формы хранения, или рекурсивные 
алгоритмы. 

Допустим, что мы работаем с полиномом от одной переменной  в 
разреженном представлении в канонической форме с упорядочиванием мономов 
по убыванию степени переменной, тогда можно сформулировать следующий 
алгоритм. 

Алгоритм 3. Сложение двух полиномов с получением результата на месте 
первого слагаемого. Заданы два полинома в виде циклических списков - первый 

, второй u v .  
Шаг 1. Начальная установка. 
Если полином – нулевой, то закончить алгоритм. В противном случае берем 

первый, старший моном полинома v , делаем его текущим мономом t . 
Шаг 2. Вставка текущего монома. 
Моном  вставляем в полином . При этом учитываем наличие 

канонической формы в полиноме  и тот факт, что для подобных мономов 
коэффициенты должны быть сложены и, если результат сложения коэффициентов 
равен нулю, то этот моном должен быть удален из полинома , в других случаях 
вновь образованный моном добавляется в полином u  на нужном месте.  

t u
u

u

Шаг 3. Цикл по мономам полинома v .  
Если полином v  не исчерпан, то переходим к следующему моному в этом 

полиноме и делаем его текущим мономом , после чего передаем управление на 
Шаг 2; в противном случае  закончить алгоритм. 

t

Если алгоритм вставки монома в исходный полином с учетом сохранения 
канонической формы оформить в виде отдельной процедуры и дать ей, например, 
имя InsertMonom, то данный алгоритм будет работоспособным и для 
полиномов от нескольких переменных. Процедура InsertMonom, в этом случае, 
должна вставлять моном в полином с соблюдением канонической формы, 
принятой для полиномов от нескольких переменных. Пример программ сложения 
полиномов от одной переменной на разных языках программирования приводится 
ниже. 

Теорема. Для полинома А, содержащего  одночленов, и полинома В, 
содержащего  одночленов, время работы алгоритма AddPoly имеет порядок 

.  

m
n

O m n( )+

Алгоритмы умножения полинома на константу и деления полинома 
на константу 

Если полином есть выражение вида 
u x u x u x un

n( ) * *= + + +L 1 0 u, где «коэффициенты»  есть числа 
определенного типа, а «переменная»  есть формальный символ, то умножение 

u n0 , ,K

x
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(деление) на константу есть простая операция по пересчету новых коэффициентов 
. u un0 , ,K

Для коэффициентов – рациональных чисел произвольной точности эта 
операция всегда выполнима, если отсутствует деление на нуль. Для целых чисел 
произвольной точности выполнима только операция умножения на константу или 
деление по модулю. 

Для вещественных коэффициентов возникает проблема возможного 
переполнения или потери точности. Для всех типов ограниченной точности 
возникают подобные проблемы. 

Теорема. Трудоемкость выполнимой операции пропорциональна числу 
одночленов в полиноме, что существенно различается для плотного и 
разреженного представлений.  

Для разреженного представления может нарушаться в некоторых случаях 
каноническая форма, могут появляться мономы с нулевыми коэффициентами. 

Т.е. даже простейшие операции над полиномами требуют тщательного 
рассмотрения всех возможных вариантов расчетов. 

Реализация операции сложения полиномов в разных языках 
программирования: LISP, C++, PASCAL 

Рассмотрим реализацию алгоритма сложения полиномов от одной 
переменной в известных языках программирования LISP и PASCAL. 
Необходимо заметить, что при рассмотрении схем реализации обработки 
полиномов, мы ориентировались на представление полинома в виде односвязного 
циклического списка и предположили, что коэффициенты полинома есть целые 
числа однократной точности, полином хранится в разреженном представлении с 
упорядочиванием одночленов по убывания степени одночлена. 

Язык программирования LISP. 
В языке программирования LISP наиболее легко использовать операции над 

списками. Полином от одной переменной будет представляться списком своих 
одночленов. Например, полином 3 12* x +  выглядит как список вида ((2,3),(0,1)). 
Нулевой полином представляется списком NIL. 

Операции в LISP реализуются с помощью функций, аргументом которых 
являются списки. Рассмотренная программа сложения полиномов заимствована в 
качестве учебного примера из книги Дж. Дэвенпорта, И. Сирэ, Э. Турнье.2. 

В приведенной программе сложения полиномов используются следующие 
функции языка LISP, выполняющие основные операции над списками: 
(DE NAMEFUNCTION ARG R) – функция, определяющая новую 
функцию с именем NAMEFUNCTION   для списка аргументов 
ARG, результатом которой есть список R; 

(COND (COND1 R1)(COND2 R2)…(CONDN RN))– функция, 
результатом которой является список RK, для которого 
первое из условий CONDK становится истинным; 

(NULL A)– функция, выдающая значение «истина», если 
список A – пустой; 

(GREATERP A B)– функция, выдающая значение «истина», если 
значение атома-числа A больше значения числа-атома B; 

                                                 
2 Дж. Дэвенпорт, И. Сирэ, Э. Турнье. Компьютерная алгебра. - М.: Мир, 1991. 
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(CONS A B)– функция, выдающая список (A B); 
(CAR A)– функция, выдающая первый элемент списка A; 
(CDR A)– функция, выдающая список A без первого элемента; 
(CAAR A)– функция, выдающая первый элемент списка (CAR 
A); 

(CDAR A)– функция, выдающая список (CDR (CAR A)); 
(PLUS A B)– функция, результатом которой является атом, 
равный сумме двух чисел – атомов A и B; 

(ZEROP A)– функция, выдающая значение «истина», если 
значение A равно нулю; 

T – атом, который определяет значение «истина». 
Тогда программа сложения полиномов будет выглядеть следующим образом 

(DE ADD-POLY (A B) 
  (COND ((NULL A) B) 
        ((NULL B) A) 
        ((GREATERP (CAAR A)(CAAR B)) 
           (CONS (CAR A)(ADD-POLY (CDR A) B))) 
        ((GREATERP (CAAR B) (CAAR A)) 
           (CONS (CAR B)(ADD-POLY A (CDR B)))) 
        ((ZEROP (PLUS (CDAR A) (CDAR B))) 
           (ADD-POLY (CDR A) (CDR B))) 
        (T (CONS (CONS (CAAR A) (PLUS (CDAR A) (CDAR B))) 
                  (ADD-POLY (CDR A) (CDR B))))))  

 
Теорема. Для полинома А, содержащего  одночленов, и полинома В, 

содержащего одночленов, время счета алгоритма ADD-POLY имеет порядок 
.  

m
n

O m n( )+

Язык программирования С++ 
Примеры программирования на языке С++ подробно рассматриваются на 

практических занятиях (см.  программу практикума). 

Язык программирования PASCAL 
При программировании на PASCAL необходимо выбрать базовую 

структуру данных для представления одного звена, одного монома. Допустим, для 
конкретности, что мономы имеют целочисленные коэффициенты однократной 
точности, а степень монома целое неотрицательное число. Тогда можно 
предложить следующую структуру данных для хранения мономов. 

Type TCoeff=Integer; 
     TDeg=Integer; 
     PMonom=^TMonom; 
     TMonom=record 
             Coef:Tcoeff; 
             Deg:TDeg; 
             Next:PMonom; 
             End; 
   В отдельном модуле (Unit) необходимо реализовать арифметические 

операции над полиномом, представимом в виде односвязного циклического 
списка со звеном, описанным выше. Предлагаем один из вариантов реализации 
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алгоритма сложения двух полиномов с получением результата на месте первого 
слагаемого. 

Procedure NewPoly(var Head:PMonom); 
  Begin 
  If MaxAvail<SizeOf(Head)then Halt 1; 
  New(Head); 
  Head^.Next:=Head; 
  Head^.Deg:=-1;   
  End; 
 
Procedure DublMonom (H:Pmonom; var P:PMonom); 
  Begin 
  If MaxAvail<SizeOf(P)then Halt 1; 
  New(P); 
  P^.coef:=H^.coef; 
  P^.deg:=H^.deg; 
  P^.next:=Nil;  
  End; 
 
Procedure InsertMonom (Head,P:PMonom); 
  Var H,D:PMonom; 
  Begin 
  D:=Head; 
  H:=Head^.Next; 
  While H^.deg>P^.deg do  
    Begin 
    D:=H; 
    H:=H^.Next; 
    End; 
  If H^.deg=P^.deg  
   Then 
     Begin 
     H^.coef:=H^.coef + P^.coef; 
     If H^.coef=0 then 
           Begin D^.next:=H^.next; Dispose(H); 
           End; 
     End 
   Else    Begin D^.next:=P; P^.next:=H; 
           End;  
End; 
 
Procedure AddPoly (H1, H2:PMonom); 
  Var P1 ,P2:Pmonom; 
  Begin 
  P1:=H2^.next; 
  While P1^.deg>=0 do 
    Begin 
    DublMonom (P1,P2); 
    InsertMonom (H1, P2); 
    If P2^.next=Nil then Dispose(P2); 
    End;  
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End; 
В приведенных программах можно повысить эффективность расчетов, если 

в процедуре InsertMonom сделать первый параметр выходным, т.е., запоминая 
последнее место вставки одночлена в первый полином, уменьшить число 
одночленов для просмотра исходного полинома. 

Приведенные примеры программ на разных языках показывают 
относительную сложность программирования структур данных базового уровня  
и базовых алгоритмов, а также использование рекурсивных алгоритмов и 
специфики канонических форм хранения.  

Теорема. Для полинома А, содержащего  одночленов, и полинома В, 
содержащего  одночленов, время счета алгоритма  AddPoly имеет порядок 

.  

m
n

O m n( )+
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4.3. Классические алгоритмы умножения и деления чисел и 
многочленов 

Продолжим изучение основных арифметических операций над целыми 
числами многократной точности и полиномами. Рассмотрим основные алгоритмы 
выполнения операций умножения и деления чисел и полиномов. 

Для понимания работы с целыми числами многократной точности разберем 
сначала классические алгоритмы умножения и деления чисел. Следует заметить, 
что во многих системах компьютерной алгебры данные алгоритмы используются 
в основных режимах их функционирования. 

Умножение целых чисел многократной точности “столбиком” 
Предположим, что мы имеем дело с неотрицательными целыми числами. 
Алгоритм 1. Умножение неотрицательных целых чисел. Заданы два целых 

числа по основанию  - первое число , второе число . 
Алгоритм вырабатывает их произведение . 

b u u u un1 2 3L

w w w wm1 2 3L

v v v vm1 2 3L

n+

Шаг 1. Начальная установка. 
Установить все значения  равным нулю. w w w wm m m m+ + + +1 2 3L n

Установить j m=  (индекс цифры второго сомножителя). 
Шаг 2. Учет нулевого множителя. 
Если , установить v j = 0 w j = 0  и передать управление на Шаг 6. 
Шаг 3. Начальная установка для индекса цифры первого сомножителя. 
Установить i  (индекс цифры второго числа), n= k = 0(цифра переноса). 
Шаг 4. Умножить  и сложить. 
Установить t u v w ki j i j= + ++* , затем установить w ti j+ b= mod ,   k t b= / .
Шаг 5. Цикл по индексу i .  
Уменьшить  на единицу. Если , то вернуться в Шаг 4; в противном 

случае установить . 
i i > 0
w kj =

Шаг 6. Цикл по индексу .  j
Уменьшить  на единицу. Если  то вернуться в Шаг 2; в 

противном случае закончить выполнение алгоритма. 
j j > 0 ,

 Алгоритм умножения двух чисел повторяет обычные действия, 
производимые при умножении чисел вручную «столбиком».  

Теорема. Если считать, что перемножаемые числа имеют одинаковую 
длину, состоят из  цифр, то трудоемкость приведенного алгоритма умножения 
чисел можно оценить как . 

n
O n( )2

Учет знаков целых чисел производится обычным способом. 

Умножение многочленов “столбиком”  
Операции сложения, вычитания и умножения полиномов определяются 

естественным образом.  
Для плотного представления полиномов могут использоваться 

видоизмененные алгоритмы арифметики многократной точности, в том числе, и 
алгоритм умножения столбиком, с учетом приведенных замечаний. 

Для разреженных представлений обычно используются алгоритмы, 
учитывающие особенности канонической формы хранения, или рекурсивные 
алгоритмы. 
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Допустим, что мы работаем с полиномами от одной переменной в 
разреженном представлении в канонической форме с упорядочиванием мономов 
по убыванию степени переменной. 

Алгоритм 2. Умножение двух полиномов. 
 Заданы два полинома в виде циклических списков - первый u , второй v .  
Шаг 1. Начальная установка. Формируем новый (нулевой) полином r  – 

результат работы программы. 
Если один из сомножителей  – нулевой полином, то закончить алгоритм. 

Берем первый, старший моном полинома v , делаем его текущим мономом t . 
Шаг 2. Сложение результата с произведением полинома, первого 

сомножителя, на текущий моном. 
Для этих целей используется специальная процедура сложения AddPoly, 

описанная в предыдущей лекции и  видоизмененная в процедуру AddPolyT с 
помощью введения умножения второго слагаемого на текущий моном , который 
задается в виде параметра процедуры. 

t

Шаг 3. Цикл по мономам полинома v .  
Если полином v  не исчерпан, то переходим к следующему моному в этом 

полиноме и делаем его текущим мономом , после чего передаем управление на 
Шаг 2; в противном случае  закончить алгоритм. 

t

Приведенный алгоритм умножения полиномов будет работать и для 
полиномов от нескольких переменных, если в процедуре AddPolyT реализовано 
умножение на одночлен для полинома, зависящего от нескольких переменных, а в 
процедуре InsertMonom делается вставка такого же типа одночлена. Пример 
программ умножения полиномов от одной переменной на разных языках 
программирования приводится ниже. 

Теорема. Для полинома А, содержащего  одночленов, и полинома В, 
содержащего  одночленов, трудоемкость приведенного алгоритма имеет 
порядок O m .  

m
n
n*( 2 )

Деление “столбиком” 
Предположим, что мы имеем дело с неотрицательными целыми числами. 
Алгоритм 3. Деление неотрицательных целых чисел. Заданы два целых 

числа по основанию ;  первое число - u u , второе число - . 
Алгоритм вырабатывает частное от деления этих чисел и остаток 

. 

b u um n1 2 3L +

qmL

v v v vn1 2 3L

q q0 1

r r r rn1 2 3L

Шаг 1. Нормализация числа. 
Установить d b   v= +/ ( )1 1 .
Установить число  равным  числу , умноженному на 

число d . 
u u u um n0 1 2L + u u um n1 2L +

Шаг 2. Начальная установка для индекса . j
Установить . j = 0
Шаг 3. Вычисление множителя . Q
Если u vj = 1 , установить Q b= − 1

u j1

, в противном случае установить 

. Теперь проверить выполняется ли неравенство  b uj j+ )
b uj j2 1*> +


2

Q u v= +( * /1 1

v Q u* ( Q v b* ) *− ++ + . Если оно выполнено уменьшить  на 
единицу и повторить проверку. 

Q
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После всех проверок установить q Q= . 
Шаг 4. Умножить  и вычесть. 
Заменить  на  минус число , 

умноженное на . 
u u u uj j j j n+ + +1 2L

q
u u u uj j j j n+ + +1 2L v v vn1 2L

Шаг 5. Проверка остатка.  
Установить . Если результат предыдущего шага был отрицателен, то 

перейти на Шаг 6, в противном случае перейти на Шаг 7 . 
q j = q

Шаг 6. Компенсирующее сложение.  
Уменьшить q  на единицу и сложить  и . j 0 1 2v v vnL u u u uj j j j n+ + +1 2L

Шаг 7. Цикл по индексу . j
Увеличить j  на единицу. 
Если теперь , передать управление на Шаг 3. j m≤
Шаг 8. Денормализация. Теперь  есть искомое частное, и для 

получения искомого остатка достаточно разделить u  на d .  
q q qn0 1L

um m+ +1L n

Алгоритм деления двух чисел повторяет обычные действия, производимые 
при делении чисел вручную «уголком» с тем отличием, что делитель 
предварительно делается нормализованным, т.е. достаточно большим, чтобы при 
делении пробное число (очередная пробная цифра результата) отличалось от 
числа – результата  незначительно, не более чем на единицу. Тогда  
распознавание этого случая с целью корректировки не представляет большого 
труда. 

Теорема. Если считать, что делимое и делитель имеют одинаковую длину, 
состоят из  цифр, то трудоемкость приведенного алгоритма деления чисел 
можно оценить как . 

n
O n( )2

4.4. Использование приема “разделяй и властвуй” для  
умножения  чисел  и  многочленов 

Так как арифметические операции, такие как умножение и деление, 
используются на одном из самых нижних уровней иерархии систем 
аналитических вычислений, то к ним могут применяться повышенные требования 
по эффективности вычислений. Разработаны алгоритмы, имеющие лучшие 
скоростные характеристики по сравнению с классическими алгоритмами. 
Рассмотрим некоторые из них. 

Метод А.Карацубы умножения целых чисел 
Для очень больших целых чисел  и A B  можно построить алгоритм 

умножения более быстрый, чем классический. Идея этого способа принадлежит 
А. Карацубе. Она заключается в разбиении исходных чисел  и A B  на две части. 

При этом получим  
A A b Ak= +1 0* ,  B B b Bk= +1 0* ,

где ,  - число цифр по основанию  в числе k m n= max( , ) / 2 m b A , а  - число 
цифр по основанию  в числе 

n
b B . 

Теперь произведение C A B= *
k

 можно вычислить с помощью лишь трех 
умножений целых чисел длиной  или меньше плюс несколько сдвигов и 
сложений, используя формулу  

C A B A B b A B A B b A Bk k= = + + +* ( * ) * ( * * ) * ( **
1 1

2
1 0 0 1 0 0 ) , 
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где A B A B A A B B A B A B1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0* * ( ) * ( ) *+ = + 0*+ − − . 
Выигрыш в трудоемкости получается за счет замены «трудоемких» 

операций умножения операциями сложения и сдвига.  
При этом если  само оказывается слишком велико, то можно применить 

тот же метод для вычисления этих трех меньших произведений. Таким образом, 
получаем рекурсивный метод – алгоритм умножения больших целых чисел. 

k

Алгоритм 4. Умножение  двух целых чисел по методу А. Карацубы. Пусть 
 и A B  – два целых числа. Ищется число C A B= * . 

Шаг 1. Произведение двух «коротких» чисел. Если числа  и A B  
представляются с помощью чисел  длиной меньше N цифр ( N  - число цифр для 
обменной точки алгоритма, когда классический алгоритм становится менее 
эффективным чем быстрый алгоритм), то ищется произведение чисел  и A B  
классическим способом. 

Шаг 2. Соревнование в скорости с классическим алгоритмом. Разбить 
каждое из сомножителей на две части, старшую и младшую  

,. После этого вычислить частичные произведения  
, , рекурсивно обращаясь к данному алгоритму. 

A A b Ak= +1 0* ,
A B1 1* ,B B b Bk= +1 *

A B A1 0 +
0

0B0 1* * A B0 *
Шаг 3. Получить результат C A B= * , комбинируя для частичных 

результатов операции сложения и сдвига. Конец алгоритма. 
Теорема. Трудоемкость рассмотренного алгоритма умножения можно 

оценить величиной , где  - количество цифр в перемножаемых 
числах. 

O n( log2 3 ) n

Алгоритмы быстрого умножения целых чисел многократной точности 
Приведенный выше алгоритм представляет собой просто первый ( r = 1) 

модифицированный алгоритм из бесконечной последовательности алгоритмов 
. M M M1 2 3, , ,K,

В алгоритме  разбиваем сомножители на Mr r  частей таким образом, что 

A A bl
l k

l

r

=
=
∑ * *

0
, , B B bl

l k

l

r

=
=
∑ * *

0

где  k m n r= +max( , ) / ( )1 .
Нетрудно получить обобщение вычислительных формул для предлагаемых 

алгоритмов. 
Теорема. Трудоемкость рассмотренного алгоритма умножения можно 

оценить величиной , где  - количество цифр в перемножаемых 
числах. 

O n r r( )log ( * )+ +1 2 1 n

Известны и другие более быстрые алгоритмы (и более сложные) умножения 
целых чисел многократной точности. Из них необходимо отметить класс 
модулярных алгоритмов и алгоритмов, основанных на быстром преобразовании 
Фурье. Однако «быстрые алгоритмы» являются быстрыми лишь в случае 
огромных чисел. 

Существует понятие обменной точки, т.е. того значения длины числа 
(количества цифр в числе), при котором быстрый алгоритм начинает выигрывать 
у классического алгоритма. Эти величины обычно значительны и часто зависят от 
реализации алгоритма на компьютере. 
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Алгоритмы быстрого умножения полиномов. Оценка их трудоемкости 
В случае плотных представлений разработаны алгоритмы «быстрого» 

умножения полиномов. Время выполнения рекурсивной версии классического 
метода умножения двух плотных полиномов (степени  по каждой из n v  
переменных) пропорционально величине n . v2*

Первый быстрый метод умножения плотных полиномов основан на методе 
Карацубы. Чтобы умножить два полинома от одной переменной степени , 
каждый из них разбивают на две части: старшую (степень в которой больше или 
равна ) и младшую (степень в которой меньше ). Легко получить 
расчетные формулы. 

n

n / 2 n / 2

Время выполнения умножения двух плотных полиномов степени  от n v  
переменных с помощью алгоритма, основанного на методе Карацубы, 
мажорируется  величиной n . v*log2 3

Второй быстрый алгоритм основан на быстром преобразовании Фурье. 
Время выполнения умножения двух плотных полиномов степени  от n v  
переменных с помощью алгоритма, использующего быстрое преобразование 
Фурье, пропорционально величине . v n nv* *log2

Обменные точки для всех «быстрых» алгоритмов имеют довольно большое 
значение. 

Реализация операции умножения полиномов в разных языках 
программирования: LISP, C++, PASCAL 

Рассмотрим реализацию алгоритма умножения полиномов от одной 
переменной в известных языках программирования LISP и PASCAL. 
Необходимо заметить, что при рассмотрении схем реализации обработки 
полиномов, мы ориентировались, как и в предыдущей лекции, на представление 
полинома в виде односвязного циклического списка и предположили, что 
коэффициенты полинома есть целые числа однократной точности, полином 
хранится в разреженном представлении с упорядочиванием одночленов по 
убыванию степени одночлена. 

В этом пункте мы будем считать, что программы сложения полиномов уже 
реализованы. (см. программы в предыдущей лекции). 

Язык программирования LISP 
В языке программирования LISP наиболее легко использовать рекурсивные 

программы. Рассмотренная программа умножения полиномов является 
продолжением примера рекурсивной работы с полиномами на языке LISP, 
который содержится в книге Дж. Дэвенпорта, И. Сирэ, Э. Турнье.3. Если 
программа сложения полиномов уже реализована в виде функции ADD-POLY, 
тогда программа умножения полиномов будет выглядеть следующим образом 

 
(DE MULTIPLY-POLY (A B) 
 (COND ((OR (NULL A) (NULL B)) NIL) 
       (T (CONS (CONS (PLUS (CAAR A) (CAAR B)) 
                      (TIMES (CDAR A) (CDAR B))) 
                (ADD-POLY (MULTIPLY-POLY (LIST (CAR A)) 

                                                 
3 Дж. Дэвенпорт, И. Сирэ, Э. Турнье. Компьютерная алгебра. - М.: Мир, 1991. 
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                                               (CDR B)) 
                           (MULTIPLY-POLY (CDR A) B)))))) 

 
В приведенной программе умножения полиномов используются следующие 

функции языка LISP, неописанные ранее: 
(OR A B) – функция, принимающая значение «истина» (T), 
если оба аргумента A и B принимают значение «истина» 
(T), и принимающая значение «ложь» (NIL) – в противном 
случае; 

(NULL A)– функция, принимающая значение «истина» (T), 
если аргумент A является пустым списком, и значение 
«ложь» (NIL) – в противном случае; 

(TIMES A B)– функция, результатом которой является атом, 
равный произведению двух чисел – атомов A и B. 
Теорема. Для полинома А, содержащего  одночленов, и полинома В, 

содержащего  одночленов, время счета алгоритма MULTIPLY-POLY имеет 
порядок O m .  

m
n
*n( 2 )

Существуют и более быстрые алгоритмы, но для наглядности приемов 
программирования на языке LISP мы остановились на данной программе.  

Особенностью этого алгоритма является широкое использование рекурсии. 
Полиномы представляются в виде A a a= +0 1  и B b b= +0

a B*

1 , где  и  - 
старшие одночлены своих полиномов. Вычисления производятся в соответствии с 
формулой 

a0 b0

A B a a b b b* ( ) *( *= + a b a) *+ = + +0 1 0 1 10 0 0 1 . 
Таким образом, произведение двух полиномов переопределяется как сумма 

термов со старшими одночленами, вычисляемыми по соответствующим 
формулам, с произведением полиномов более низкой степени по заданной 
переменной. 

При использовании рекурсии необходимо аккуратно относиться к порядку 
проводимых вычислений, так как от порядка вычислений существенно зависят 
потребности программы в ресурсах оперативной памяти. 

В данной программе для эффективности программы существенен порядок 
следования слагаемых в формуле вычислений. 

Язык программирования С++ 
Примеры программирования на языке С++ подробно рассматриваются на 

практических занятиях (см. программу практикума). 

Язык программирования PASCAL 
При программировании на языке PASCAL необходимо выбрать базовую 

структуру данных для представления одного звена, одного монома. Допустим, что 
мономы имеют целочисленные коэффициенты однократной точности, а степень 
монома целое неотрицательное число. Тогда можно использовать структуру 
данных для хранения мономов, предложенную в предыдущей лекции. 

Type TCoeff=Integer; 
     TDeg=Integer; 
     PMonom=^TMonom; 
     TMonom=record 
             Coef:TCoeff; 
             Deg:TDeg; 
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             Next:PMonom; 
             End; 
В отдельном модуле (Unit) реализуются арифметические операции над 

полиномом, представимом в виде односвязного циклического списка со звеном, 
описанном выше. Предлагаем один из вариантов реализации алгоритма 
умножения двух полиномов с учетом реализации программ NewPoly, 
DublMonom, InsertMonom, AddPoly (см. программы в предыдущей 
лекции). 

Procedure AddPolyT (H1, H2, T:PMonom); 
  Var P1 ,P2:Pmonom; 
  Begin 
  P1:=H2^.next; 
  While P1^.deg>=0 do 
    Begin 
    DublMonom (P1,P2); 
    P2^.deg:=P2^.deg + T^.deg; 
    P2^.coef:=P2^.coef * T^.coef; 
    InsertMonom (H1, P2); 
    If P2^.next=Nil then Dispose(P2); 
    End;  
End; 
 
Procedure MultiplyPoly(H1, H2:Pmonom; var R:PMonom); 
  Var T:Pmonom; 
  Begin 
  T:=H2^.next; 
  NewPoly(R); 
  While T^.deg>=0 do 
    Begin 
    AddPolyT (R, H1, T); 
    T:=T^.next; 
    End;  
End; 
В приведенной программе AddPolyT (построенной по аналогии уже 

рассмотренной программы AddPoly) производится сложение двух полиномов 
(первый из которых  берется без изменения, а второй умножается дополнительно 
на моном Т), результат операции образуется на месте первого слагаемого. 
Замечание о повышении эффективности расчетов, если в процедуре 
InsertMonom сделать первый параметр выходным, т.е. запоминать последнее 
место вставки одночлена в первый полином, остается в силе. 

Приведенные примеры программ на разных языках показывают 
относительную сложность программирования структур данных базового уровня  
и базовых алгоритмов, а также использование рекурсивных алгоритмов и 
специфики канонических форм хранения.  

Теорема. Для полинома А, содержащего  одночленов, и полинома В, 
содержащего  одночленов, время счета алгоритма  MultiplyPoly имеет 
порядок O m .  

m
n
*n( 2 )
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Резюме 
• Основой для построения систем компьютерной алгебры являются выбор 

представления полиномов от нескольких переменных, целых и рациональных 
чисел произвольной точности и знание классических алгоритмов базовых 
операций над этими структурами данных. 

• В системах компьютерной алгебры применяются как классические, так и 
быстрые алгоритмы операций над полиномами и целыми числами многократной 
точности. 

• Реализация быстрых алгоритмов оправдана для операций над очень 
большими числами и полиномами, содержащих большое число одночленов. В 
многих системах компьютерной алгебры используются классические алгоритмы 
умножения. 

• Приведенные примеры программ на разных языках показывают 
относительную сложность программирования структур данных базового уровня  
и базовых алгоритмов, их трудоемкость, а также использование рекурсивных 
алгоритмов и специфики канонических форм хранения. 

 
Контрольные вопросы и упражнения: 
1. Представление целых чисел. 
2. Представление вещественных чисел. 
3. Целые числа многократной точности. 
4. Позиционные и смешанные системы счисления. 
5. Классические операции над числами произвольной точности. 
6. Алгоритмы перевода из одной системы счисления в другую систему 

счисления. 
7. Алгоритмы сложения и вычитания целых чисел произвольной точности. 
8. Алгоритмы сложения и вычитания полиномов. 
9. Реализация операции сложения полиномов в одном из языков 

программирования. 
10. Умножение целых чисел многократной точности “столбиком”. 
11. Умножение многочленов “столбиком”. 
12. Деление целых чисел многократной точности “столбиком”. 
13. Алгоритмы быстрого умножения целых чисел многократной точности. 
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5.Дискретное преобразование Фурье 

5.1. ДПФ над полем комплексных чисел 

Матрица дискретного преобразования Фурье 
Пусть nε - первообразный корень степени  из 1. В частности, в поле 

комплексных чисел можно положить 
n

ni
n e πε 2= . Матрица ( ) ( ) 1,,0, −== nji

ij
nnnF

K
εε  

называется матрицей дискретного преобразования Фурье. Особо подчеркнем, что 
нумерация сток и столбцов матрицы начинается с нуля, а не с единицы. В 
дальнейшем, если это не вызывает разночтений, при обозначении матрицы 
дискретного преобразования Фурье обозначение первообразного элемента будем 
опускать. Пусть , тогда вектор xy nF= y  называется образом вектора , и 
обратно, вектор  называется прообразом вектора 

x
x y . 

Многочлены и дискретное преобразование Фурье 
Пусть  многочлен степени меньше . Поставим в соответствие 

многочлену  вектор столбец 

( ) i
i i tat ∑=a

( )ta

n

110 ,,, −= naaa Ka  размерности  составленный 
из коэффициентов этого многочлена при неизвестном. Компонента с номером j 
образа вектора a  представляет собой значения многочлена 

n

( )ta , при . j
nt ε=

Рассмотрим задачу умножения двух многочленов  и 

 сумма степеней, которых меньше . Произведение этих 

многочленов обозначим через 

( ) i
i i tat ∑=a

( ) i
i i tbt ∑=b n

( )tc . Значение многочлена ( )tc  в точке  равно j
nt ε=

( ) ( ) ( )j
nεj

n
j

n εε bac = . Следовательно, образ вектора  равен покомпонентному 
произведению образов векторов  и . Обозначим через * операцию 
покомпонентного умножения векторов. Из формулы 

c
a b

( ) ( )ba nF*c nFnF = следует, 
что задача построения произведения многочленов сводится к задаче вычисления 
образов двух векторов и вычислению прообраза.  

Свойства матрицы дискретного преобразования Фурье 
Покажем, что задача вычисления прообраза сводится к вычислению образа.  

Теорема. Для любого n матрица  обладает свойствами: nF

Матрица nFn  унитарная, то есть . nEFFFF nnnn == **

Матрица  симметричная. nF
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nn nQF =2
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, где  симметричная матрица перестановок, имеющая вид 

. 

nQ -























0

0
0
1

M

1. . EnFn
24 =

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По определению произведения матриц, элемент стоящий 
на пересечений строки i и столбца j матрицы равен *

nn FF ( )∑∑ −

=
−−

=
=

1

0

1

0

n

k
jik

n
kj

n
n

k
ik
n εεε

ji ≠

. 
Если , то каждый элемент суммы равен 1, а вся сумма n. Если , то 
свернув сумму по формуле суммы членов геометрической прогрессии получим 

ji =

( )( ) ( ) 01 =−−− ji
n

jin
n εε 1− . Тем самым установлена формула . Аналогично 

доказывается и вторая часть равенства свойства 1. 
nEFF nn =*

Свойство 2 очевидно. Свойство 3 проверяется прямым вычислением. В 
матрице  элемент, стоящий на пересечении строки i и столбца j равен 

. Именно таким образом 

определяются элементы матрицы . Свойство 4 следует из свойства 3 и 

равенства Q . 

2
nF

=kj
n

n
2

( )





=+
≠+

=∑∑ −

=
+−

= )(mod0 при 
)(mod0 при 01

0

1

0 njin
njin

k
jik

n
n

k
ik
n εεε

nnQ

E=

Задача вычисления прообраза вектора  по формулам d nnn FQnF 11 =−  
сводится к задаче вычисления его образа. 

Сложность умножения матрицы на вектор и кронекерово 
произведение 

Трудоемкость умножения произвольной матрицы A размерами  на 
вектор равна 

nm ×
( )mnO . Эта оценка вряд ли может быть улучшена , так как она 

совпадает с числом элементов матрицы. Ситуация изменится, если умножение 
проводится на матрицу специального вида. К примеру, трудоемкость умножения 
диагональной матрицы на вектор равна ( )nO . Бывает, что трудоемкость 
умножения зависит от размера дополнительной выделенной памяти. Например, 
трудоемкость умножения на матрицу перестановок равна  при условии 
выделения дополнительно n ячеек памяти и 

( )nO
( )nnO 2log  если память не 

выделяется. 
Уменьшению трудоемкости умножения матрицы на вектор способствует 

наличие у матрицы блочной структуры, например она является кронекеровым 
произведением двух и более матриц. 

Пусть  и  - прямоугольные матрицы соответственно размеров A B nm ×  и 
rp × . Кронекеровым произведением BA ×  называется матрица  размеров C
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nrmp ×  следующего блочного строения . Приведем 

основные свойства кронекерова произведения матриц. 



















BBB

BBB
BBB

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MMMM

L

L

21

22221

11211

At
BA ×

B ptnt +

BA ×

( )(BGAHC ×=×

1− ( ) 1− =× ABA
( )( ) EBABA =×× −− 11

xnF
log(nO

Свойство 1. Пусть  и  - прямоугольные матрицы соответственно 
размеров  и 

A B
nm × rp × , и существуют алгоритмы умножения векторов на эти 

матрицы с трудоемкостью равной соответственно  и . Тогда, 
трудоемкость умножения вектора на матрицу 

Bt
 не превосходит nt . AB pt+

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вычислим трудоемкость умножения матрицы  на 
вектор x, состоящий из nr компонент. Разобьем вектор x на n кусков, каждый 
длины r. По правилу блочного произведения матриц, для вычисления результата 
надо каждый из данных кусков умножить на матрицу B, а затем полученные 
векторы длины p складывать между собой с коэффициентами из матрицы A. 
Таким образом, для вычисления ответа потребуется n умножений на матрицу B и 
p умножений на матрицу A. Сложность операции умножения получается равной 

. 

BA ×

A

В общем случае, трудоемкость умножения матрицы на вектор 
пропорциональна размерам матрицы. В частности, если матрицы A и B 
произвольные, то  и (mnOt A = ) ( )prOtB = . Тогда сложность умножения матрицы 

 на вектор, не больше ( )pmnnprO + , что может быть существенно меньше 
чем O . ( )mnpr

Свойство 2. Пусть ABC =  и GPH = , тогда )P× . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из правила блочного произведения матриц.  
Свойство 3. Пусть существуют  и B , тогда 1−A 11 −− × B . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По свойству 1 имеем EE =× . Из 

полученного равенства вытекает требуемое утверждение. 
Свойство 4. ( ) . ттт ABBA ×=×
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО следует из определения операций кронекерова 

произведения и транспонирования матриц. 

Быстрое преобразование Фурье 
В настоящее время термин быстрое преобразование Фурье употребляется в 

отношении любого алгоритма, вычисляющего образ вектора  за время 
 при условии последовательного выполнения операций. Какие же 

именно свойства дискретного преобразования Фурье обеспечивают высокую 
скорость вычисления? Так или иначе, ответ зависит от арифметических свойств 
числа n, в частности, от того, простое оно или составное. В основном 
эффективность достигается за счет особых свойств преобразований составного 
порядка. 

)n

Для примера рассмотрим случай, когда n=n1 n2, где натуральные числа n1 и 
n2 больше 1 и взаимно простые. Определим матрицу перестановок , у 
которой положение единицы в i-ой строке определяется следующим образом. 

21 ,nnS
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Число i запишем в виде i 221 lnl += , где 0 2211 0, nlnl <≤<≤  и поместим единицу 
в позицию со столбцовым индексом j, где ( )nnlnlj mod2112 += . 

( ) ( )( 2
2

121

Т
,

n
nnnnnn FSF εε = ×

21nrr += 111 ,0 nrk <≤ 0 k≤

)2
1n

n

( )( )( nrnrnkn mod211221 ++nrkn 22
2
1 ≡+

( )nr mod21rnj 2=

( ) ( ))
21

2
1

2

2
2

1 ,nn
n
nn

n
nn SFF εε ×

1n
2nF

nF

S

nF

21 ,nnS

)2

nF

211 lnli += 0

( )
1 ,n2121 , nnnnnn WFEPF ×=

nF

2l
( jl
nε

( 22

2

j11

2

12222111 l
n

jl
n

jlnjlnjl
n εεε == ++

nF
2

11nl
nε

( )( 2

2

22

1

0 ,, n
nnn

jl
n diagFε −εε K

21 nn FE

1

×

Лемма 1. Справедливо равенство ( ))
21

2
1

2 ,nn
n
nn SF ε . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть k и r суть целые числа от нуля до n-1. Представим 
их в виде  и 221 knkk += 2r , где  и 222 , nr <  . Элемент 

матрицы ( ) (
2

2
2

1 n
n
nn FF ε ×

22
2
111

2
2 rknrkn

n
+= ε

ε
2r

, стоящий на пересечении строки k и столбца r, равен 

 . Непосредственной проверкой убедимся в справедливости 
равенства 

2
2
111

2
2 kn

n
rkn

n εε
)k2rkn 11

2
2

( nkn mod21

1 . Положим 
 и )kni 12 += n1 + . Тогда элемент матрицы 

( ) ( )2
1

2

n
nnF ε

2
2

1

n
nnF ε × , стоящий на пересечении строки k и столбца r, равен . По 

определению матрицы перестановок, этот элемент расположен на пересечении 
строки i и столбца j матрицы 

ij
nε

(
21

Т
,nn . Тем самым лемма 

доказана. 
Чтобы вычислить образ , достаточно выполнить два раза перестановку, 

определяемую матрицей , найти образов и образов . 
Трудоемкость вычисления произведения матрицы  на вектор ограничена 
величиной 

2n
1nF

( 12
2
21 nnnnO + , что может быть существенно меньше чем ( )2nO . 

В случае, когда n1 и n2 не являются взаимно простыми можно 
воспользоваться иным разложением матрицы . Обозначим через  матрицу 
перестановок порядка n, у которой положение 1 в i-ой строке определяется 
следующим образом. Число i запишем в виде 

21 ,nnP

, где 121 nll 2 0,n <≤≤

122 lnl
<

j
 

и поместим единицу в позицию со столбцовым индексом j, где += . 
Обозначим через W  диагональную матрицу i-ый элемент которой, равен . 

21 ,nn
21ll

nε
Лемма 2. Справедливо равенство ( )

212 nn EF × . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Переставим строки матрицы . Вначале расположим 

строки, номера которых делятся на , затем строки, номера которых делятся на 
 с остатком 1, и так далее. Другими словами строку 

1n

1n 211 lnli +=

122 lnl
 

( 0 ) переставим на место строки с номером 1221 0, nlnl <≤<≤ +  . 
Выполнение указанной перестановки строк эквивалентно умножению матрицы 

 слева на  . Таким образом на пересечении строки  и столбца j 

матрицы  стоит элемент 

Т
nP

1 n2, nF

n
Т

nn FP
21 ,

12 ln +
)1 ln 21 +  . Представим j в виде , где 

 . Тогда 
12 jn +2jj =

1221 0, njnj <≤<0 ≤ )2 jl+

Т
nP

1 ,

2n

12 jl
nε  . Из данного 

представления видно, что матрица  имеет блочную структуру, а именно, 
она образована блоками порядка  и на пересечении блочной строки  и 

блочного столбца  расположен блок 

n

2l

2j ) 2l . Эта же матрица 
получится при перемножении матриц  и блочной матрицы, у которой на 
пересечении блочной строки  и блочного столбца  расположен блок 

. Последняя матрица разлагается в произведение матриц 
2l 2j

(( 222 10 ,, ln
nn

j diag −εε K ))2

1

l
nε
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21nnW  и . Тем самым установлено равенство 
21 nn EF ×

( ) ( )
211 nnnnn EFEF ××=

2nF

212 ,nn FW

1nF

21 ,
Т

nnP , из которого вытекает утверждение леммы. 

(2 nTn2n +

2nE n
21nnW

1nF × ( )12 nT

( )12 nTn+

11

tpn L1
1=

2 + kktp+tpn L

( ) ( ) =11 pTp+ 1pn
)( )

n log4

Следствие. Пусть известны алгоритмы, вычисляющие образы векторов 
при преобразованиях  и  с трудоемкостью ( )1nT  и ( )2nT  соответственно. 

Тогда трудоемкость вычисления образа вектора преобразования  по 
формуле леммы 2 равна 

nF
) ( )211 nTn+ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Трудоемкость вычисления образа вектора для матриц 
 равна ,  - n, 

21 nn FE ×  - ( )21 nTn  и  - n. Суммируя, 
получаем требуемое. 

21 ,nnP

Во всех случаях, когда порядок дискретного преобразования Фурье 
разлагается в произведение не двух, а большего числа сомножителей, допускается 
многократное применение леммы 2. К тому же чем больше сомножителей, тем 
более эффективный алгоритм будет построен. 

Следует отметить, что при многократном применении леммы 2 
эффективнее матрицы перестановок умножать не сразу, а накапливать их 
произведение, и умножать на него в конце. При этом трудоемкость одной 
итерации снижается до ( )21 nTnn +  (см. следствие леммы 2).  

Теорема 1. Пусть . Тогда существует алгоритм вычисления 
образа вектора дискретного преобразования Фурье с 
трудоемкостью

kt
kp

( )1
nF  

+ . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Применяя многократно лемму 2 и учитывая сделанное 

замечание, получим, что трудоемкость метода равна 
( ) ( ) LL =++=+ 111111

11 pTpntpnTpntnpnT tt  
( ( )( )( )nppTtppTt kkk ++++= 11 111 L . Считая ( ) iii pppT 12)( −= , 

получаем трудоемкость всего метода (без умножения на матрицу перестановок) 
равна ( )kk tptpn ++L112 . Прибавив к полученной оценке трудоемкость 
умножения матрицы перестановок на вектор получим утверждение теоремы. 

Следствие. Трудоемкость вычисления образа дискретного преобразования 
Фурье порядка n не превосходит величины nnn 2log4 2 +  если n - степень 2, 

 если n - степень 2 или 3, 5nn 22 + nn 2n log2 +  если n - степень 2,3,5. 

Многомерное преобразование Фурье 
Матрица  называется матрицей k – мерного дискретного 

преобразования Фурье. Эти матрицы естественным образом возникают при 
умножении многочленов от многих переменных. Согласно свойству 1 это 
преобразование легко сводится к последовательному выполнению одномерных 
дискретных преобразований. 

1nn FF
k

××L

5.2. ДПФ над конечными полями 

Проблема точности вычислений 
При реализации дискретного преобразования Фурье встает вопрос о 

погрешности метода. Особенно он актуален, если все величины, которые должны 
получить являются целочисленными. Например, при умножении многочленов с 
целочисленными коэффициентами в результате получится многочлен с целыми 
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коэффициентами. Естественно, из-за ошибок округления, в результате получится 
многочлен не с целыми коэффициентами. Для того чтобы коэффициенты 
искомого многочлена восстанавливались однозначно необходимо, чтобы 
результирующая величина ошибок округления метода была менее 0,5. Это 
налагает требования на точность, с которой вычисляется nε , а значит и на 
разрядность промежуточных вычислений. Увеличение разрядности приводит к 
усложнению алгоритма и серьезному ухудшении трудоемкости. 

Дискретное преобразование Фурье над конечными 
полями 
Одним из способов обойти проблему точности вычислений является 

переход к конечным полям. Все результаты, полученные ранее, справедливы не 
только над полем комплексных чисел но и над любым другим полем, в частности 
над конечными полями , где pZ p  - простое число. Мультипликативная группа 
поля - циклическая и имеет порядок 1pZ −p , следовательно, для существования 
корней степени  из 1 необходимо и достаточно, чтобы 1  делилось на . 
Конечный результат операции должен однозначно восстанавливаться по своему 
остатку от деления на p. Например, при перемножении многочленов степени m и 
k, с целочисленными коэффициентами по абсолютной величине меньшими d 
получится многочлен степени m+k, коэффициенты которого целочисленные и по 
абсолютной величине не превосходят (m+k)d

n −p n

2. Для вычисления произведения 
многочленов с помощью дискретного преобразования Фурье мы должны выбрать 
n больше, чем m+k, и найти простое число p, удовлетворяющее условиям: 

1.p-1 делится на n. 
2.p больше чем 2(m+k)d2. 
Кроме того надо найти первообразный корень из 1 степени n по модулю p. 

Выбор модуля 
Для эффективной реализации быстрого преобразования Фурье требуется, 

чтобы n разлагалось на как можно меньшие множители. Это требование приводит 
к тому, что p-1 должно разлагаться на как можно меньшие множители. 
Идеальный вариант, когда p-1 является степенью двойки.  

Утверждение. Если p – простое и p-1 степень двойки, то . 
k

p 221+=

Доказательство. Пусть не так, то есть , где r - нечетное число, 

большее 1. Но тогда p делится на 1

rk

p 221+=
k22+ , что противоречит его простоте. 

Таким образом, простые числа, для которых p-1 степень двойки, имеют вид 
.  

k

p 221+=
Учитывая организацию памяти ЭВМ, такой выбор простого числа приводит 

либо к неэкономному использованию памяти, либо к дополнительным 
сложностям при программировании. 

Лучше всего выбирать модуль p максимально возможным, убирающимся в 
отведенные ему ячейки памяти, и в тоже время p-1 должен раскладываться на как 
можно меньшие множители. Ниже приведена таблица простых чисел не 
превосходящих 1 вида 1  с их первообразными. 232 − rk32+
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Простое 
число 

Первообразн
ый  

корень 

Простое 
число 

Первообразн
ый  

корень 
7 3 13 2 
19 2 37 2 
73 5 97 5 
109 6 163 2 
193 5 433 5 
487 3 577 5 
769 11 1153 5 
1297 10 1459 3 
2593 7 2917 5 
3457 7 3889 11 
10369 13 12289 11 
17497 5 18433 5 
39367 3 52489 7 
65537 3 139969 13 
147457 10 209953 10 
331777 5 472393 5 
629857 5 746497 5 
786433 10 839809 7 
995329 7 1179649 19 
1492993 7 1769473 5 
199065 5 2654209 11 
5038849 29 5308417 5 
8503057 5 11337409 7 
14155777 7 19131877 5 
28311553 5 57395629 10 
63700993 5 71663617 5 
86093443 2 102036673 5 
113246209 7 120932353 5 
 Если рассматривать простые числа вида 1, то отношение между 

двумя соседними не превосходит 2.  
235 +kij

Здесь приведем только наибольшее число данного вида, убирающееся в тип 
данных longint, это - 1036800001, первообразный корень - 7. Методы 
доказательства простоты чисел будут разобраны в последующих лекциях. 

После выбора p встает задача выбора n и вычисление первообразного корня 
степени n. В качестве n можно выбрать любой делитель p-1, больший чем m+k. 

Вычисление первообразного корня степени n 
Первообразный корень степени n получится, если порождающий элемент g 

мультипликативной группы поля возвести в степень (p-1)/n . 
Возведение числа g в степень t по некоторому модулю p можно выполнить 

следующим образом (дихотомический алгоритм возведения в степень): 
1. Положим s=g, a=1. 
2. Если t четно, то положим s:=s2 и t:=t/2. Иначе положим a:=as, t:=(t-

1)/2, s:=s2. 
3. Если t не 0, то повторим шаг 2. В противном случае ответ находится 

в ячейке a. 
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Трудоемкость приведенного алгоритма равна ( )t2logO . 
 
 
 
 

Непрерывное и дискретное преобразование Фурье 
 
Дискретное преобразование Фурье выросло из непрерывного 

преобразования сначала как приближение, а лишь затем стало самостоятельной 
теорией. сновная проблема непрерывного преобразования Фурье - представление 
функций бесконечным рядом  

∑
∞

=

++=
1

0 )sincos()(
k

kk kxbkxaaxf  

 
Ряды такого типа рассматривал еще Эйлер (1707 -- 1783), и он нашел способ 

нахождения коэффициентов ak и bk, фактически введя соотношение 
ортогональности тригонометрических функций. Однако вопроса о разложимости 
любой функции какого – то класса он даже не ставил. Фундаментальная идея 
такого разложения была выдвинута Жаном -- Батистом -- Жозефом Фурье (1768 -- 
1830) в мемуаре 1807 года ``О природе теплоты''. 

Приближенно представляя функцию на окружности набором значений в n 
(равноотстоящих) точках, мы приближаем функцию конечным рядом Фурье. 

При больших значениях n точки, в которых задается функция, густо 
покрывают окружность и возможно для всех предыдущих выражений определить 
предел при n → ∞. 

 Большой интерес и значительные теоретические достижения в области 
дискретного преобразования Фурье связаны с бурным развитием вычислительной 
техники во второй половине 20-го века. В 60-е годы Кули и Тьюки переоткрыли 
быстрое преобразование Фурье, известное еще в 20-е годы как некоторый 
второстепенный результат, но в период бурного развития вычислительной 
техники ставшее мощным инструментом компьютерных вычислений. 

 Однако случай непрерывного преобразования Фурье может быть изучен и 
независимо от дискретного. Здесь в основу можно положить собственные 
функции инфинитезимального оператора сдвига. Его собственые функции 
образуют ортогональный базис в (бесконечномерном) пространстве функций на 
окружности: 

).()2();(;ˆ xfxfxfkT mmmmdx
df

dx
d m =+== π  

Из этих соотношений следует, что (m - целое) k= i m; 0≤ m<∞; fm=eimx.  
 В наши задачи не входит подробное исследование непрерывного 

преобразования, поэтому здесь изложим лишь необходимые результаты. 
 Функция на интервале от нуля до 2π раскладывается в ряд Фурье: 

,)(
0

imx

m
m ecxf ⋅= ∑

∞

=

 

а коэффициенты Фурье cm определяются из условия ортогональности и 
нормировки базисных функций: 

∫ ⋅=
π

π

2

0
2
1 .)( dxexfc imx

m  
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Дискретное преобразование можно рассматривать как приближение к 
непрерывному путем ограничения конечным числом точек. Если бесконечно 
малый интервал dx заменить на малый конечный ∆x=2π/n при некотором 
(достаточно большом) n, то коэффициенты Фурье можно вычислить 
приближенно: 

mki
n

k
nnm

nekfc ⋅−
−

=
∑≈

π
π

21

0

21 )(  

что совпадает с формулой вычисления коэффициентов ДПФ. 
Представление сигналов, изображений и других функций -- основная 

область применения преобразования Фурье. 
Мы покажем пример аппроксимаци ступенчатой функци при ее конечной 

аппроксимации с различным числом точек.  
 

Восстановление по 4-м точкам: 
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Восстановление по 15-и точкам 
 

Уже из приведенных графиков видно, что в непрерывном преобразовании 
существуют свой специфические проблемы, отсутствующие в ДПФ. 

 

Резюме 
В лекции разобраны свойства ДПФ. Вскрыта связь быстрого преобразования 

Фурье и кронекерова произведения матриц. Разобраны проблемы применения 
быстрого преобразования Фурье над конечными полями. В заключении лекции 
описывается связь непрерывного и дискретного преобразования Фурье. 
Контрольные вопросы и упражнения: 

•Как сводится задачу умножения целых к быстрому преобразованию Фурье. 
•Как быстро растет ошибка округления при реализации быстрого 

преобразования Фурье над полем комплексных чисел. 
•Написать программу умножения целых чисел используя дискретное 

преобразование Фурье над полем комплексных чисел.•Написать программу 
умножения целых чисел используя дискретное преобразование Фурье над 
конечным полемСделайте приближение по 4-м, 8-и, 15-и точкам на интервале [-π, 
π] функций 

Параболы ( )21)( π
xxf −= . 

Нечетной ступеньки:  . 




>+
<−

=
0;1
0;1

)(
x
x

xf

 "Пилы":  . 




>−
<+

=
0;
0;

)(
xx
xx

xf
π
π
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6. Быстрые алгоритмы деления 

Деление чисел методом Ньютона 
Для определенности будем считать, что делимое ),,( 0 maaa …=  и делитель 

 записаны в позиционной системе счисления по основанию 
. При этом длины чисел  и  равны, соответственно,  и .  

),,( 10 −…= nbbb
)2( ≥pp a b m n

Предварительное обсуждение 
Задача нахождения частного сводится к определению приближенного 

значения дроби  с точностью ½, с последующим его округлением до 
ближайшего целого, и, возможно его уточнением. Уточнение частного требуется, 
если округление приближенного значения дроби  происходит не в ту 
сторону. Пусть — полученное частное. Тогда 1

ba /

ba /
|/c | <− bac , и, значит, искомое 

частное отличается от полученного, не более чем на 1. Для уточнения частного 
вычислим остаток  и, если bca −r = 0<r , то частное надо уменьшить на 1. Если 

cr > , то частное надо увеличить на 1. 
Приближенное значение дроби  с точностью до ½ можно получить как 

произведение  на приближенное значение дроби с точностью . 

Последний факт следует из неравенства . В свою очередь, 

приближенное значение дроби  можно получить, решая уравнение 

ba /

|

a b/1

≤i p

)2/(1 mp

1

xb /1

|||
1

0

−≤ ∑
−

=

m
m

i
i paa

b/1 −  
методом Ньютона (методом касательных). 

Описание метода 
Пусть  — некоторое начальное приближение к дроби . О методах 

выбора  поговорим ниже. Допустим, на -ой итерации построено приближение 
. Уравнение касательной в точке  к функции  имеет вид 

. Точка пересечения касательной с осью абсцисс равна 
. Взяв эту точку в качестве следующего приближения , повторим 

процесс. И так до тех пор, пока не будет достигнута требуемая точность 
приближения. 

0x

k +

b/1

x/1

+kx

0x

/1−

kx)

k

kxkx
y
2(

b −
2/)( kk xxxxb −=

kbx− 1

Условия сходимости 
Обозначим через kε  погрешность приближенного решения , т.е. kx

kk xb −= /1ε . При  имеем , 
или b . 

0>k 2
1111 )/1()2(/1 −−−− −=−−= kkkkk bxbbxbxb εε

k

2 =
2

1−k
2=k b εε

Из полученной рекуррентной формулы  выводим  

или . Из равенства  вытекает, что величина 

2
1

2
−= kk bb εε

b
k

/2

bb k
2

0 )( εε =

k

kk

bk
2
0

12 εε −= bk )( 0εε = ε  
стремится к нулю с ростом k только тогда, когда | . 1|0 <εb
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Выбор начального приближения 
Укажем способ выбора , при котором выполняется неравенство 

. Положим  равным , где 
0x

pb /1|| 0 ≤ε 0x 1−−npα α  — ближайшее целое, не 
превосходящее дроби ) . Трудоемкость вычисления значащих 
разрядов  имеет порядок )

/( −npb
1(

2−n1 + b3p

0x Ο . Далее, |. Подставим 
вместо 

1||1|| 1
00

−−−=−= npbα| bε bx
α  выражение , где τ−)2 10 <≤+ −−1 nn b/( pb3p τ , получим 

. Поскольку в модуле стоит 

разность одинаковых по знаку чисел, то |

|1−n

0

) −− pbτ

|

/()(||| 0
−−= npbε 2−nb1− +npb33

0
+−

=∑ in

i i pb1

εb
1 b

 не превосходит наибольшего из 

них. Так как и , то |npb < ∑ 3+ <i
i p3

0

−

=

n

i
b +np pp /1} ≤bpb nn /1),/(max| 210 1{ +< −−ε . 

Оценка числа итераций метода 
Оценим число итераций метода Ньютона, необходимое для достижения 

требуемой точности. Из равенства  и неравенства bb
k

k /)( 2
0εε = pb /1|| 0 ≤ε  

выводим соотношение . Из неравенства  и  
находим 2 , или k

bp
k

k /2−≤ε
(log2 m

mpbp
k −− ≤/2 npb <

nmk −≥ )n−≥
1)(

. Таким образом, число итераций методом 
Ньютона не больше log2 +− nm . 

Влияние погрешности вычислений на число итераций 
Полученная оценка числа итераций метода Ньютона справедлива, если на 

каждой итерации  выполняется неравенство .  k bp
k

k /|| 2−≤ε
Выполнение этих неравенств гарантировано при точном вычислении  по 

формуле . Однако, точное вычисление  по этой формуле 
приводит к быстрому росту числа знаков после запятой. Чтобы избежать роста 
числа знаков после запятой предлагается округлить , но так чтобы неравенство 

 сохранилось. 

kx

11 )2( −−−= kkk xbxx

b/

kx

kx

p
k

k || 2−≤ε
Для определенности, пусть . В силу выпуклости функции 0>b xb /1−  

величина  всегда находится левее , т.е. 11)2( −−− kk xbx b/1 b/11xbx kk )2( 1 ≤− −−

p

. 
Действительно, . Таким образом, если 

округлить величину  в сторону увеличения с точностью до , то 

неравенство  сохранится. Обозначим через τ ошибку округления 

. Тогда |

0/1(/1) 11 −− −−− kk xbx

11) −− kk xbx

b

)/1|| 11

)2
1 <2( − kbx

2( −

p
k

k /|| 2−≤ε
nk − |

−= bb

2(

nk −−2

p−<≤ 20 τ τε −−−= −− kkk xb 2ε k

bp
kn /2−− ≤

bx

p
k2−

| . Поскольку под 
модулем стоит разность одинаковых по знаку чисел, то . 

Отсюда, учитывая неравенства τ<  и 

|= b 1 −− τ
max{||ε ≤k },2

1 τε −kb

≤−1k ||ε bp
k

/
12 −− выводим 

. b/p
k

k || 2−≤ε
Оценим трудоемкость k-ой итерации метода Ньютона (k ≥ 1). Из сказанного 

ранее следует, что xk-1 можно округлить в сторону возрастания с точностью 
до . Таким образом, число знаков после запятой xnk

p −− −12
k-1 больше 2k-1+n. Из 

неравенств и b≥ppbxk /1|1| 1 ≤− −
n-1 делаем вывод, что первые n-1 разрядов после 
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запятой равны нулю. То есть, число xk-1 представляется в виде , где zn
k

k

pz −−
−

−

⋅
12

1

nk −−22

k-1 

— целое число по длине не больше 2k-1+1.  

))2 1 nk +−

2p

)
12 −k

p

Общая оценка трудоемкости  
Пусть трудоемкость умножения целых чисел длины s и l равна Tу(s + l). 

Тогда трудоемкость вычисления xk по формуле (2-bхk-1)хk-

1 = (2 , с последующим округлением в  разрядах по 
порядку определяется величиной О(T

22
11

2 21

) +−
−−

+ −−

⋅−
kk

pzbzp kk
n

у(2k+n)). Общая трудоемкость метода 

Ньютона не превосходит по порядку О . 







+∑

−+

=

)(log1

1

2

)2(
nm

k

k
у nT

Приведем оценку трудоемкости операции деления методом Ньютона в 
предположении, что умножение проводится с использованием быстрого 
преобразования Фурье. В этом случае Tу(l) = О(l·logl) и вычисление xk лучше 
вести по формуле . При этом, образы 

,  вычисляются сразу. Потом над ними проводятся соответствующие 
операции умножения, вычитания, и только после этого восстанавливается 
результат. Поскольку 

n
kk

nn
kk

kkk

pzbzppzx 22
11

22
1 )(

11 −−
−−

+−−
− ⋅−+⋅=

−−

nk

p +−12
1, −kzb

( ) nn
kk

n pbpbzp
kk

≤⋅=− +−
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+ −− 11 2
11

2 ε , то длина произведения 

 не превосходит 21−kz1)−− kbz2(
1+− np

k k-1+1+n. Таким образом, трудоемкость k-ой 
итерации деления по порядку не превосходит О ( log()2( 1 nk +−

≤



+−1 )2log( k n

, а, значит, 
трудоемкость всего метода ограничена сверху величиной 

О  O(m log m log (m-n)). 


 ∑
+log1 2

k

+
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−
)

1

12(
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k
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(

)n

Тем самым доказана  
Теорема. Трудоемкость деления чисел с остатком ограничена сверху 

величиной O(m log m log (m-n)). 

Деление целых чисел без остатка 
Если числа а и b заведомо делятся друг на друга, то можно воспользоваться 

версией метода Ньютона в р-адической арифметике. В дальнейшем будем считать 
р простым числом. Если b делится на pk, то его последние k разрядов равны 0. 
Поскольку а делится на b, то а делится на pk. Отбрасывая последние k нулевых 
разрядов чисел а и b, приходим к задаче деления, где b не делится на р. Так как р 
— простое число и b0≠0, то наибольший общий делитель b0 и р равен 1. 
Расширенным алгоритмом Евклида найдем числа u и v, что ub0+рv = 1. Положим 
х0 = u. Далее проводим итерации метода Ньютона, вычисляя хk по формуле хk = (2-
хk-1b)хk-1 (mod . )2k

p

)2k

p

Поскольку р — основание системы счисления, то, по сути, мы 
проводим операции над младшими 2k разрядами, отбрасывая старшие. Обозначим 
через ηk величину 1-bхk. Индукцией по k покажем сравнение ηk ≡ 0 (mod . При 

k = 0 имеем: η
)

k

0 = 1-bх0 ≡ 1- b0u ≡ 0(mod р). Пусть ηk-1≡0 (mod . Тогда, ηk=1-

bхk (mod ≡1-b(2-хk-1b)хk-1 )(mod 2k

p ≡  

≡(1-bхk-1)2 )(mod 2k

p  ≡ .  )(mod0)(mod 222 kk

ppk ≡η
Единственным решением сравнения а ≡ bх(mod рm-n) является частное а/b. 

Поэтому, не более чем через log2(m-n)+1 итерацию метода, частное будет 
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найдено. Трудоемкость метода Ньютона в этом случае не превосходит 

O( ). Если для умножения используется быстрое преобразование 

Фурье, то Т

∑
−+

=

)(log1

1

)2(
nm

k

k
у

e

T

у(l) = O(l logl). Трудоемкость метода в этом случае оценивается 

величиной O( . Как видим, за счет более 

экономной схемы умножения, трудоемкость деления чисел нацело, по порядку, 
имеет ту же трудоемкость, что и умножение. 

∑
−+

=

−−=⋅
)log(1

1

))log()(()2
nm

k

k nmnmОk

Тем самым доказана  
Теорема. Трудоемкость деления чисел без остатка ограничена сверху 

величиной О ))log()(( nmnm −− . 
 

Резюме 
 
•В лекции подробно разобраны быстрые алгоритмы деления.  
•Приведены оценки трудоемкости.  

Контрольные вопросы и упражнения: 
 
•Возможность распараллеливания алгоритма деления. 
•Как изменится алгоритм деления чисел без остатка, если основание 

системы счисления будет составное. 
•Насколько принципиальный характер носит отличие верхних оценок 

трудоемкости алгоритмов деления с остатком и без остатка. •Составить алгоритм 
деления целых чисел без остатка при основании равном 10. 

•Составить алгоритм деления целых чисел без остатка при основании 
равном 2k.  
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7. Методы отыскания НОД 

Вычисление линейных рекуррентных соотношений 
Последовательность {аn} называется линейной рекуррентной, если существуют 

такие коэффициенты α1,α2,…,αk, что для любого n справедливо равенство 
аn+k = α1an+···+αk 1−+kna . Для задания линейной рекуррентной последовательности, 
кроме чисел α1,α2,…,αk, необходимо знать первые k членов а1,а2,…,аk, которые 
называются начальными условиями. Рассмотрим задачу выражения n-го члена 
последовательности через его номер и начальные условия. 

Обозначим через вектор с k компонентами (a
_

na n,an+1,…,an+k-1), через А — 

матрицу размерами k х k вида . По правилу перемножения 

матриц имеем: A = (a
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
















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n+1,…,аn+k-1,α1an+···+αkan+k-1) = . Из полученной 

формулы  выводим 

_

1+na

aa nn

__

−= 1
1

_
−= n

n Aaa . Характеристический многочлен h(λ) 
матрицы А равен  h(λ) = (-1)n(λk-αkλk-1-αk-1λk-2-···-α1). 

Разделим многочлен λk-1 на h(λ) с остатком. Пусть λn-1 = g(λ)·h(λ)+r(λ). 
Подставляя вместо λ матрицу А, получаем Аn-1 = g(А)·h(A)+r(А). По теореме 
Гамильтона-Кэли каждая матрица является корнем своего характеристического 
уравнения, то есть h(А) = 0, где 0 — нулевая матрица. Таким образом, Аn-1 = r(А), 
и задача вычисления Аn-1 сводится к вычислению многочлена r(λ). 

Разложим многочлен h(λ) на линейные множители h(λ) = , где 

t

∏
=

−−
S

i

t
i

k i

1

)()1( βλ

1+t2+···+ts = k. Для 0≤j<ti справедливо h(j)(βi) = 0, где h(j)(λ) — j-ая производная 
h(λ). Дифференцируя j раз равенство λn-1 = g(λ)h(λ)+r(λ) и, подставляя βi вместо λ, 

получаем , где )()(1
1 i

jjn
i

j
n rС ββ =−−

− )!(!
!

jnj
nС j

n −
= . Этими условиями многочлен 

r(λ) степени k-1 определяется однозначно. В литературе задача вычисления 
многочлена по таким условиям носит название «интерполяционный многочлен 
Лагранжа-Сильвестра». 

В качестве примера вычислим n-ый член линейной рекуррентной 

последовательности аn+2 = 4an+1-4an, где а1 = а2 = 1. Положим А = 


. 

Характеристический многочлен h(λ) = λ








−
41
40

2-4λ+4 = (λ-2)2. Остаток от деления λn-1 на 
(λ - 2)2  удовлетворяет соотношениям r(2) = 2n-1 и r′ (2) = (n-1)2n-2.  
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Отсюда находим, r(λ) = 2n-1+(λ-2)(n-1)2n-2 . Подставив вместо λ матрицу А, 

получим Аn-1 = r(A) = 2n-1E+(n-1)2n-2(A-2E) = . Из равенства 

 находим a , откуда а










⋅−
−−

−−

−

12

1

22)1(
2)1(2)2(

nn

nn

nn
nn

))n1
_

1

_
−= n

n Aaa ( 2)2(,2)3( 2
_

n
n nn −−= −

n = (3-n)2n-2. 

Методы отыскания наибольшего общего делителя целых 
чисел 
Ниже, для простоты изложения, будем считать, что ищется наибольший 

общий делитель положительных чисел а и b, причем а≥b. Наибольший делитель 
чисел а и b обозначим НОД(а,b). Числа а и b записаны в позиционной 
(сокращенной) системе счисления по основанию р, и длина числа а равна n. 

Бинарный алгоритм 
В основе бинарного алгоритма лежат следующие простые замечания: 

1) Если а и b — четные числа, то НОД(а,b) = 2НОД(а/2,b/2). 
2) Если а — четно, а b — нечетно, то НОД(а,b) = НОД(а/2,b). 
3) Если а — нечетно, а b — четно, то НОД(а,b) = НОД(а,b/2). 
4) Если а и b — нечетные числа, то НОД(а,b) = НОД((a-b)/2,b). 
5) Если b = 0, то НОД(а,b) = а. 

Приведем теперь описание бинарного алгоритма. 
d: = 1 {d — наибольший общий делитель а и b} 
while b > 0 do if (a — четное) 

then begin a: = а/2 if (b — четное) 
then begin b: = b/2; d = 2 · d 

end 
else if (b — четное) 
then b: = b/2 
else begin а: = (а-b)/2; 
if а < b 
then begin с:= а; а:= b; 

b:= с; end; 
end; 
d:= dа. 
Если р = 2, то операции деления на 2 и умножения на 2 сводятся к сдвигу. 

На каждой итерации бинарного алгоритма либо число а, либо число b 
уменьшается, по крайней мере, в два раза. Общее число итераций алгоритма, 
отсюда, ограничено сверху величиной log2а+log2b. С другой стороны, полученная 
верхняя оценка не может быть существенно понижена. Действительно, если а 
= 2k-1, b = 2j, то число итерации бинарного алгоритма равно k+j-1. 

Трудоемкость одной итерации бинарного алгоритма не более O(n). 
Поскольку b<а<рn, то число итераций не более O(n), а, следовательно, общая 
трудоемкость бинарного алгоритма — O(n2). 

Тем самым доказана  
Теорема. Трудоемкость бинарного алгоритма — O(n2). 
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Алгоритм Евклида 
В основе алгоритма Евклида лежит равенство НОД(а,b) = НОД(а-vb,b), 

справедливое при любом целом v. Выбирая в качестве v частное от деления а на b, 
получаем алгоритм Евклида. 

Описание алгоритма Евклида выглядит следующим образом: 
while b<>0 do 
begin 
v: = а/b; 
а: = а - v · b; 
с: = а; а: = b; b: = с; 
end; 
Наибольший общий делитель после работы алгоритма будет находиться в а. 
Оценим число итераций алгоритма Евклида. Для этого введем множество 

Мk, состоящее из пар чисел (а,b), удовлетворяющих условиям: 0<b<а и 
наибольший общий делитель а и b алгоритмом Евклида находится за k итераций. 
Очевидно, М0 = {(а,0)│а — натуральное число}. Индукцией по k покажем 
существование во множестве Мk такой «наименьшей» пары (αk,βk), что для любой 
пары (а,b) из  Мk выполняются неравенства  αk ≤ a, βk ≤ b. При k=0 и k=1 данное 
утверждение очевидно, α0 =1, β0=0, α1=2, β1=1. Пусть утверждение справедливо 
при k-1. Покажем его справедливость для k.  Заметим, что пара (αk-1+βk-1,αk-1) 
принадлежит Мk. Действительно, за одну итерацию алгоритма Евклида мы 
перейдем к паре (αk-1,βk-1) из Мk-1.  Пусть пара (а,b) принадлежит Мk и v — частное 
при делении а на b. За одну итерацию алгоритма Евклида мы перейдем к паре 
(b,a-vb) из Мk-1. По предположению индукции выполняется неравенство αk-1 ≤ b и 
βk-1 ≤ a-vb. Далее, выводим a vb+β≥ k-1 ≥ vαk-1+βk-1 ≥αk-1+βk-1. Таким образом, пара 
(αk-1+βk-1,αk-1) — «наименьшая» в Мk, утверждение индукции доказано.  

Из приведенных рассуждений вытекают рекуррентные формулы αk= αk-1+βk-1 
и αk-1=βk. Таким образом, αk=αk-1+αk-2 и α0 =1, α1=2.   

Выразим k–ый член рекуррентной последовательности 
5/)2/52/1(25/)2/52/1(2 11 ++ −−+= kk

kα . Учитывая неравенство 

12/52/1 <− , из последней формулы выводим 1)2/52/1(12/5 ++≥+ k
kα . 

Таким образом, число итераций алгоритма Евклида для пары чисел a и b (a>b) не 
превосходит )12/5(2/52/1 ++ alog -1= O(n), где n — длина числа а. 

Наиболее трудоемкая операция в процессе выполнения итерации алгоритма 
Евклида — деление чисел а и b. Если длины чисел а и b равны, то трудоемкость 
деления O(n). Если длина числа b меньше длины числа а, то на следующей 
итерации длина числа а строго уменьшится. Из этого замечания вытекает, что 
наихудший случай, когда длины чисел b и а примерно равны на протяжении всего 
алгоритма Евклида, и тогда общая трудоемкость алгоритма O(n2).  

Ситуация принципиально не изменится, если в качестве v выбрать 
ближайшее целое число к дроби а/b. В этом случае линейная рекуррентная 
последовательность примет вид αk+1 = 2αk+αk-1, при начальных условиях α0 = 1, 
α1 = 2. Откуда найдем 22/)21(22/)21( 11 ++ −−+= kk

kα . Число итераций 

алгоритма Евклида в этом случае не превосходит 1+ )122(log 21 +
+

a  = O(n). 
Далее, как и ранее, выводим общую трудоемкость алгоритма Евклида O(n2). 

Тем самым доказана  
Теорема. Трудоемкость алгоритма Евклида — O(n2). 
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В некоторых приложениях, кроме отыскания наибольшего общего делителя 
чисел а и b требуется найти целые u и w, удовлетворяющие равенству 
аu+bw = НОД(а,b). Для нахождения чисел u и w используется расширенный 
алгоритм Евклида. Любая итерация алгоритма Евклида может быть представлена 

как произведение вектора (а,b) на матрицу . Матрица имеет 

целочисленные элементы. Пусть Т — накопленное произведение этих матриц, то 

есть Т = , где v
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1
i — частное получаемое на i-ой итерации 

алгоритма Евклида. По построению Т, имеем (а,b)Т = (НОД(а,b),0). Таким 
образом, в первом столбце матрицы Т расположены искомые числа u и w. 

Отметим, что трудоемкость расширенного алгоритма Евклида равна О(n2). 

Решение сравнений 
В ряде приложений требуется решать уравнения вида ах b(mod c), 

называемые также сравнениями. Например, решением сравнения 3х 2(mod 5), 
является х = 4, а сравнение 3х

≡
≡

≡ 2(mod 6), решений не имеет.  
Для поиска решения сравнения воспользуемся расширенным алгоритмом 

Евклида для чисел а и с. Пусть u и v — целые числа, удовлетворяющие 
уравнению au+vc = НОД(a,c). Если b не делится на НОД(a,c), то решения 
сравнения не существуют.  

Если b делится на НОД(a,c), то решениями сравнения являются числа вида  
x = bu/НОД(a,c)+ct/НОД(a,c) при любом целом t. Решения сравнения имеют 

период с, поэтому часто в качестве решения указывают только положительные 
числа, меньшие с. С учетом сделанного замечания, общее решение сравнения 
имеет вид x = bu/НОД(a,c)+ct/НОД(a,c), где t = 0,1,…,НОД (a,c)-1. Когда НОД 
(a,c) = 1, формула принимает простой вид х≡ bu(mod c). 

 
 

Резюме 
 
В лекции описаны  алгоритмы построения наибольшего общего делителя. 

Проведен анализ их трудоемкости.  
Контрольные вопросы и упражнения: 

 
Каким алгоритм деления чисел лучше использовать при реализации 

алгоритма Евклида. Почему? 
Можно ли расширить бинарный алгоритм для построения решений 

уравнений au+bv=НОД(a,b).Написать программу построения решения сравнения. 
Реализовать расширенный алгоритм Евклида. 
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8. Вычисление с помощью гомоморфных 
образов  

8.1. Модулярная арифметика  

Арифметичевские операции в модулярной арифметике 
Остаток от деления целых чисел а на m обозначим через resmа. Числа с 

одинаковым остатком называются сравнимыми по модулю m. Факт сравнимости 
чисел а и b по модулю m будем записывать а ≡ b(mod m). Легко проверить 
равенства а○b ≡ (resmа)○(resmb)(mod m), где ○ обозначает одну из операций: 
сложение, вычитание, умножение. Если в процессе арифметических вычислений 
получается неотрицательное целое число, меньшее m, то арифметические 
операции с обычными числами можно заменить на аналогичные над остатками. 

В случае, когда диапазон в котором находится результат определены менее 
точно, естественно вычисления проводить по нескольким модулям m1,m2,…,mk. 
Трудоемкость каждой из операций +, -, *, в этом случае, равна О(k) (при 
предположении, что каждый из модулей помещается в одну ячейку памяти ЭВМ). 

Восстановление целых чисел по остаткам 
После проведения вычислений возникает задача восстановления числа по 

остаткам. 

Китайская теорема об остатках 

 Пусть m1,m2,…,mk — попарно взаимно простые числа, α — целое число. Для 
любого набора j1,j2,…,jk , ( ii mj <≤0 ) существует единственное целое число γ, 
удовлетворяющее условиям: γ ≡ ji(mod mi), где i = 1,2,…,k и α≤γ<α+m1m2···mk. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
 Допустим, найдутся два числа γ1 и γ2 в промежутке от α до α + m1m2···mk, 

имеющие одинаковый набор остатков, т.е. γ1 ≡ γ2 (mod mi), i = 1,2,…,k. Число γ1-γ2 
делится на m1,m2,…,mk, а, значит, и на их произведение m1m2···mk. Учитывая 
принадлежность чисел γ1 и γ2 промежутку от α до α+m1m2···mk, отсюда делаем 
вывод γ1-γ2= 0. Таким образом, разные числа из промежутка от α до α+m1m2···mk 
имеют различные наборы остатков. Поскольку число различных чисел в этом 
промежутке равно m1m2···mk, что совпадает с числом различных наборов остатков, 
утверждение теоремы доказано.  

Данное доказательство теоремы не дает алгоритма восстановления числа по 
остаткам. Разберем некоторые из таких алгоритмов. 

Первый алгоритм восстановления целого числа по остаткам 
Из доказательства китайской теоремы об остатках вытекает существование 

чисел удовлетворяющих условиям: γi ≡1(mod mi), γj≡0(mod mj), j ≠ i; i, j = 1,…,k, и 
kmm L1i0 <≤ γ . 

Допустим, эти числа известны. Нетрудно убедиться, что число 
будет иметь набор остатков (j∑ =

=
k

i iij1
γβ 1,…,jk). Для восстановления числа 

осталось проследить, чтобы β оказалось в заданном интервале от α до α+m1m2···mk. 
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Число β-qm1m2···mk, где q — частное от деления β-α на m1m2···mk, является 
искомым. При реализации этого подхода требуется вычислить числа γ1,…,γk. 
Положим iki mmmn L1=

in
. По определению, γi делится на все mj, при j ≠ i, а, 

значит и на . Следовательно, число γi можно искать в виде γi = ti in . Поскольку 
числа m1, m2,…,mk попарно взаимно просты, то числа mi и  тоже взаимно 
просты. Но, тогда и числа m

in

i и  тоже взаимно просты, и их 
наибольший общий делитель равен 1. Расширенным алгоритмом Евклида можно 
найти числа u

)(nresw imi i
=

iti и ti, что ui·mi+tiwi = 1, причем im<≤0 . Из последнего равенства 
выводим ( ) ( )imiiiii mntwt  mod  mod1≡≡

in
. Тем самым число γi можно положить 

равным t . i

1j ≡
( )212  mod mmγ+ )kkm12kj 1 m m1+++≡ LL γγγ

1 1

( )212  mod mmγ+ iγ
)ii 11 −ii jm 1− m m1m1 −−−≡ LLL γγγ

( ) ( )ii m mod1
1

−
−iµ

k

mm1≡ L

µµ ,,2 K ( )2kO

bres
im

Оценим трудоемкость восстановления целого числа по остаткам. Поскольку 
длина γi по порядку равна O(k), то трудоемкость вычисления β равна O(k2). При 
данном подходе, для получения числа из промежутка от α до α+m1m2···mk 
используется операция делением больших чисел. Это может оказаться достаточно 
обременительным условием, если нигде больше эта операция не используется. 

Второй алгоритм восстановления целого числа по остаткам 
Другой подход к восстановлению целого числа, использующий смешанную 

систему счисления, свободен от этого недостатка. 
Любое число γ от 0 до m1m2···mk-1 может быть представлено единственным 

образом в виде γ = γ1+γ2m1+γ3m1m2+···+γkm1···mk-1, где 0≤γi<mi при i = 1,···,k. Пусть 
γ имеет набор остатков (j1,…,jk). Имеют место соотношения ( )11  mod mγ , 

12j γ≡ , …, (km mod1− . Из первого 
сравнения находим γ  = j . После того как найдено γ1 из второго сравнения 

12j γ≡ , находим j2, и так далее. При вычислении  потребуется 
решить сравнение ( iim mod2− , для чего 

понадобятся вычислить .Трудоемкость нахождения всех 
величин  равна , что совпадает со старшим членом трудоемкости 
приведенного алгоритма восстановления целого числа. Поэтому при 
многократном восстановлении чисел рекомендуется эти величины сохранять 
После построения всех чисел γ1,···,γk, вычислим число γ по схеме Горнера: 
γ = (···((γk·mk-1+γk-1)mk-2+γk-2)···)m1+γ1. Очевидно, что в результате получится целое 
число в промежутке от 0 до m1m2···mk, и, прибавив к нему α, получим искомое.  

При обсуждении реализации элементарных арифметических операций 
модулярной арифметики не рассматривалась операция деления. Деление с 
остатком в модулярной арифметике, не используя восстановления числа, 
реализовать затруднительно. Однако, деление целых чисел а и b без остатка 
реализовать несложно при некоторых дополнительных предположениях. Пусть b 
взаимно просто с m1m2···mk. В этом случае для каждого i = 1,2,…,k существует 
решение сравнения bxi≡1(mod mi). Операция деления нацело а/b сводится к 
умножению а/b ≡ аxi(mod mi). Поскольку трудоемкость нахождения xi равна O(1), 
то трудоемкость деления получается O(k). 

Условие b взаимно просто с m1m2···mk равносильно условию взаимной 
простоты mi и  для i = 1,2,…,k. Если для кого-нибудь i наибольший общий 
делитель di чисел mi и отличен от 1, то можно изменить mbres

im i, а именно, 
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поделить его на di. Если  = 0, то можно отбросить i-ый модуль. После 
выполнения этих операций можно проводить операцию деления. Конечно, 
указанные операции ведут к уменьшению диапазона, в котором целое число 
восстанавливается однозначно. Поэтому модули m

bres
im

1,m2,…,mk следует выбирать с 
некоторой избыточностью 

1)−b

α

а
М

{ ba ,max

VM /2

8.2. Модулярная арифметика с рациональными числами 
Пусть а и b — взаимно простые целые числа, и b взаимно просто с 

m1,m2,…,mk . Тогда рациональному числу ba=α поставим в соответствие остатки 
. Под  понимается решение сравнения . 

Очевидно, что для любых двух рациональных чисел β и γ справедливо β○γ ≡ 
(res

) mod()( 1 mbа −≡α ( ( )mbx  mod1≡

mβ)○(resmγ), где ○ одна из операции +, -, *, /.  
Рассмотрим задачу восстановления рационального числа по его остаткам. 

Пусть рациональное число  имеет остатки j,…,jk по модулям m1,…,mk. Задача 
восстановления α  заключается в построении целого числа а и натурального 
числа b, удовлетворяющего системе сравнений kimbjа ii ,,1), mod( …=≡ . 
Положим М = m1···mk, и пусть γ — целое число, удовлетворяющее сравнениям γ ≡ 
ji(mod mi). Систему сравнений k,imbj ii ,1), mod( L=≡  можно заменить одним 
сравнением ) mod(bа γ≡ . Естественно среди решений сравнения 

) mod( Мbа γ≡  желательно выбирать минимальные в каком-то смысле. Наиболее 
распространенными критериями выбора являются min а2+b2 и ( )ba +min , 

{ ba ,maxmin }. Для общности изложения введем функцию f(х,у). Тогда задача 
восстановления рационального числа может быть записана как задача 
целочисленного программирования min f(а,b) при условии а-γb ≡ 0(mod M), b>0. 
При f(х,у) = 22 уx

( )
+ получается первый критерий, при f(х,у) = |x|+|у| — второй 

критерий, а при }ba, =f  - третий. Обозначим через V площадь фигуры 
{(х,у) |f(х,у)≤1}. 

Теорема 

Для того, чтобы несократимая дробь а/b была однозначно восстановлена 
по остаткам, достаточно выполнения неравенства f(а,b)< VM /2 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 
Допустим, имеется два решения сравнения а-γb ≡ 0(mod М) — (а1,b1) и 

(а2,b2), соответствующие разным дробям, для которых f(а1,b1)< VM /2 , 
f(а2,b2)< VM /2  и а1/а2≠b1/b2. Обозначим через S фигуру {(х,у) 
│f(х,у)≤ VM /2 }. Площадь этой фигуры, в силу однородности f(х,у) 

(µf(х,у) = f(µх,µу)), равна ( ) MV 2
2

= . Точки (а1,b1), (-а1,-b1), (а2,b2) и (-а2,-
b2) принадлежат внутренности S. А в силу выпуклости f(х,у), и весь 
параллелограмм с вершинами в этих точках лежит внутри S. Площадь 

параллелограмма равна модулю удвоенного определителя матрицы 0
21

21 ≠
bb
аа

 

(по предположению, а1/а2≠b1/b2, поэтому определитель отличен от нуля). Если из 
первой строки вычтем вторую, умноженную на γ, то получим матрицу с целыми 
числами, причем элементы ее первой строки делятся на М. Следовательно, 
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значение определителя по абсолютной величине не меньше М, и площадь 
параллелограмма не меньше 2М. Параллелограмм лежит внутри S, тем самым 
получили противоречие. Теорема доказана. 

Площади фигур х2 + у2 ≤ 1, 1≤+ уx , { } 1,max ≤yx  равны, соответственно, 
π , 2 и 4. По теореме, для однозначного восстановления дроби а/b достаточно 
выполнения неравенства а2+b2<2M/π , или Mbа <+ , или { } 2,max Mbа < . 

В качестве замечания к только что доказанной теореме отметим, 
необходимым условием однозначного восстановления дроби а/b является 
неравенство f(а,b) < 2 VM / . 

8.2. Модулярная арифметика с рациональными числами 

Восстановление рационального числа 
Задача восстановления рационального числа ba=α  сводится к задаче 

построения , при ограничениях ( baf ,min ) ( )ba M mod0≡− γ , ,  и  - 
целые числа. Функция  предполагается строго выпуклой и симметричной. 
Напомним, функция  называется симметричной, если 

0≠b a b
( yxf ,
)x

)
(f ( ) ( x−f

x
)x =f . Функция 

 называется строго выпуклой, если для любых двух точек , ( )xf y  и числа 
1<0 < α  выполняется неравенство ( )( ) (x1x ) ( ) (yf )y f fαααα −+<−+ 1 . В 

дальнейшем потребуется 
 
Лемма 

Пусть ( )xf - строго выпуклая функция и i
n

i i xy ∑ =
=

1
α , где 0>iα при 

 и ∑ , тогда ni ,,1K=
=

n

i i1
α = 1 ( ) ( )i

n
i ff xy 1max =< . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по n. При n=2, по определению 
строго выпуклой функции выполняется неравенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }212211 ,max xxxxy fffff ≤+< αα , что и требовалось. Пусть 
утверждение леммы справедливо при n-1. Докажем его справедливость для n. 
Положим ( )( ) i

n

i ni xz ∑ −

=
−=

1

1
1 αα . По предположению индукции, выполняется 

неравенство ( ) ( )i
n
i ff xz 1

1max −
=< . Поскольку ( )zxy n nn αα −+= 1 , то выполняется 

неравенство ( ) ( ) ( ){ } ( )if xn
in fff zxy 1max,max =≤< . 

Для симметричной строго выпуклой функции точка 0 всегда является 
точкой минимума. Действительно, для произвольной точки x имеем ( ) ( )xx −= ff , 

( xx0 −+= 2121 ) , откуда выводим ( ) ( )x0 ff < . Для выпуклых и симметричных 
функций справедлива 

Теорема 

Пусть ( )21 , xx=x , ( )21 , yy=y  две точки с целочисленными компонентами 
удовлетворяющие условиям: 

Треугольник с вершинами в точках 0, , x y  не содержит точек с 
целочисленными координатами, отличных от его вершин 
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Выполняются неравенства ( ) ( )yx ff ≤ , ( ) ( )xyy ±≤ ff . 

Тогда, для любой точки с целочисленными компонентами выполняется 
неравенство 

z
( ) (zy ff ≤

0x z
) , если  не лежит на прямой , или , если  

лежит на прямой , и . 
z 0x ( ) ( )zx ff ≤ z

0≠

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
Пусть  произвольная точка с целочисленными координатами. Для 

определённости, пусть точка  лежит в той же стороне по отношению к прямой 
, что и точка 

z
z

0x y , или лежит на этой прямой (иначе вместо y  возьмем точку 
y− ). Тогда найдутся числа 0≥α  и β , что xyz βα += . Величины 0≥α  и β , 

суть целые числа. Действительно, в противном случае одна из точек { } { }xy βα + , 
или { }( ) { }( )xy βα −1+−1 , где { }α  - дробная часть α , имеет целочисленные 
компоненты и принадлежит треугольнику с вершинами в точках 0, , x y , что 
противоречит условию 1. Если 0=α , то при 1>β  из представления 

( ) ( )0β
(zf

zβ 111 +
) ){ } ff =< ,max

x =
xf

−
(0

, согласно утверждению леммы выводим 
. Аналогично, при ( ) ( )z 0=α , 1−<β  выводим 

. Таким образом, в случае когда точка  лежит на прямой , 
утверждение теоремы выполнено (если 

( ) (zx f< )f − z
1

0x
±=β , то ( ) ( )xfzf = ). 

Рассмотрим теперь случай 1≥α .  
Если 1≥β , то ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxzxy 111111 −+−+−+−+−+=+ βαβαβα βα . 

Согласно лемме выполняется неравенство ( ) ( ) ( ) ( ){ }zyxyx ffff ,max<+ . Отсюда 
и условий теоремы вытекает ( ) ( ) ( )zyxy fff <+≤ .  

Если 01 ≤≤− βα , то ( ) ( ) ( )( )0xzy αβααβα 11 −++−+= , и по лемме 
выполняется неравенство ( ) ( ) ( ) ( ){ }z0xy fff ,maxf < . Отсюда и условий теоремы 
выводим . ( ) ( )zy f<f

Если βα ≥− , то ( ) ( )( ) ( )( )0yzxy βαββαβ −+++−=− 11
( ) ( ){ }zf

, и по лемме 
. Отсюда и условий теоремы вытекает ( ) ) yxy ff <−

( ) ( )zyy ff
(0f ,max

) (x f<−≤ . Теорема доказана. 
Опишем алгоритм построения точек  и x y , удовлетворяющих условиям 

теоремы. 
Алгоритм A1. 
Положим , ( )01,=x ( )10,=y . 
Найдем целое t, при котором значение функции ( )xy tf +  наименьшее. 

Положим xyy t+= . 
Если ( ) ( )xy ff < , то поменяем точки  и x y  местами и вернемся на шаг 2. 

Иначе, конец, искомые точки построены. 
На каждом шаге алгоритма выполняется условие 1 теоремы. Набор 

( ) ( )yx ff ,  на каждой итерации алгоритма лексикографически убывает. 
Поскольку убывание может произойти лишь конечное число раз, то 
предложенный алгоритм конечен. 

Оценим трудоемкость алгоритма A1, в предположении, что искомые точки 
лежат в круге радиуса r с центром в начале координат. Обозначим через  и  
точки  и 

ix iy
x y , получаемые на i-ой итерации после второго шага, через  - it
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значение параметра t на (i+1)-ой итерации. По определению  выполняются 
неравенства 

iy
( ) ( iii ff xyy ±≤ )(см. шаг 2). Если i-ая итерация алгоритма не 

является последней итерацией, то ( ) ( )ii ff xy <  и ii yx =+1

ii tx
 (см. шаг 3). На втором 

шаге (i+1) итерации будет построена точка iiyy +=+1

y
, причем если эта 

итерация не последняя, то значение функции в точке  будет меньше чем 
значение в точке , а значит меньше чем значения функции в точках x , x

1+i

iy i ii y+  и 
. Тем самым установлено неравенство ii yx − 2≥it , в предположении, что (i+1) 

итерация не последняя. Матрицу коэффициентов разложения векторов 1+1+ − ii xy  
и  по системам векторов 1+ix1+ +iy ii xy − , ii xy +  и 1x1y − , . обозначим 

через  и , соответственно. Легко проверить равенства 

1xy1 +

iT iP 







=

2
+12
2

i

i

t
t−

2
1

i

i

t
t

iT  

и . Поскольку 1−iiPT=iP 2≥it , то все элементы матрицы  имеют одинаковый 
знак, а значит, элементы матрицы  так же имеют одинаковый знак. Обозначим 
через  сумму элементов j-го столбца матрицы A. Если элементы матриц A и 
B имеют одинаковый знак (у каждой матрицы знак свой), то из правила 
умножения матриц вытекает неравенство 

iT

iP
( )Ajr

( ) ( ) ( )ABABj ≥ srjrr min s . В частности 

справедливо неравенство ( ) ( ) { }1+,1t i −minr 1j ≥ − iii tP rj P , из которого, для 3t i ≥  

вытекает ( ) ( )1j −≥ iPj iP r2r . Рассмотрим случай 2±=it . Во первых заметим что не 

возможны ситуации, когда 2t i = , 21t i −=+  ( т.к. ( ) ( )iiy ff x−< ), или 2t i −= , 
. Во вторых, если 2t 1i =+ 2t i = , 2t 1i =+ , или 2−t i = , , то 2−=t 1i+

( ) ( ) 3r 12 ≥+{ ,1+ }rmin 1 iiTTiTiT . Таким образом, в любом случае выполняется 

неравенство ( ) ( )2jj r2r −≥ ii PP

iP

. Пусть k – номер последней итерации алгоритма. 

Элементы матрицы  по абсолютной величине не превосходят 2r, так как 
искомые точки лежат в круге радиуса r с центром в начале координат. Но тогда 
справедливо неравенство r42 2k ≤ , откуда r2k log24 +≤ . 

baα
( )ba,fmin

ba ≡− mod0γ ≠
M

a b
a

( c+ )bfmin γ 0≠b c b
( bf + b,Mcγ ( )1,c1b=x ( )22 ,cb=x

01 ≠b
) 1M ( ) 222 Mc bb +γ

M2
( M log )O

( )M log

Вернемся к задаче восстановления рационального числа = , которая 
формулируется как задача минимизации , при ограничениях 

( )M , ,  и  - целые числа. Запишем сравнение в виде 
уравнения 

0b
cb += γ . Исключим a из поставленной задачи, и перейдем к задаче 

bM , , при ограничениях, ,  и  - целые числа. Для функции 
) алгоритмом A1 найдем две точки  и  

удовлетворяющие условиям теоремы. Если , то искомое рациональное 
число равно ( 1 b1b + cγ , иначе оно равно . 

Поскольку искомые решения находятся в круге радиуса , то число 
итераций алгоритма . Самый трудоемкий шаг в итерации алгоритма – 
второй. Он заключается в нахождения минимума функции на точках прямой. Для 
рассматриваемых критериев, задача построения минимума на точках прямой 
сводится к делению чисел длины O . 
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Резюме 
Разобраны алгоритмы восстановления целых и рациональных чисел по их 

остаткам, приведены оценки их трудоемкости. Разобраны условия, когда 
результат восстанавливается однозначно. 

 
Контрольные вопросы и упражнения: 

Возможность распараллеливания алгоритмов восстановления целых чисел. 
Возможность распараллеливания алгоритма восстановления рациональных 

чисел. 
Выбор метода реализации второго шага алгоритма восстановления 

рациональных чисел.Как изменится китайская теорема, если не требовать 
взаимной простоты модулей. 

Как изменятся в этом случае алгоритмы восстановления целых чисел. 
Каким лучше реализовать второй шаг алгоритма восстановления 

рациональных чисел при критерии |a|+|b|, max{|a|,|b|}, (a2 +b2 )1/2 
Восстановить целое число на отрезке от 0 до 104, остатки которого равны 

1,2,3 по модулям 3,5, 7. 
Восстановить рациональное число, остатки которого равны 1,2,3 по модулям 

3,5, 7. Критерий произволен. 
Детально разработать шаг 2 алгоритма A1 с критерием yx + . Оценить его 

трудоемкость. 
Детально разработать шаг 2 алгоритма A1 с критерием . Оценить его 

трудоемкость. 

22 yx +
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9. Решение систем линейных алгебраических 
уравнений над кольцом целых чисел  

9.1. Варианты метода Гаусса над полем рациональных 
чисел и над кольцом целых чисел  
 
Одним из самых широко применяемых методов решения систем линейных 

уравнений является метод Гаусса. Однако, при бездумном применении этого 
метода может наблюдаться экспоненциальный рост длины коэффициентов. Ниже 
будет разобран вариант метода Гаусса, в котором длины промежуточных 
результатов ограничены полиномом от длины входа. Вторым достоинством 
предложенного подхода является сохранение цело численности коэффициентов 
на протяжении всего метода. Напомним метод Гаусса решения системы линейных 
уравнений Ах=b. Для простоты, будем считать А невырожденной матрицей, и все 
ее угловые миноры отличны от нуля. Положим АА =)0( , . Матрицу 
коэффициентов при неизвестных на k-ом шаге обозначим через А

bb =)0(

(k), правые части 
уравнений — через b(k), матрицу ( ) ( )( )kk bA ,  — через ( )kA . На k-1 шаге система 

уравнений имеет вид: 
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Из предложения о невырожденности угловых миноров А следует .  )1( ≠−k
kka

Итерация метода Гаусса заключается в исключении из всех уравнений, 

кроме k-го, переменной хk. Для этого из i-го уравнения, где i = 1,…,n, i≠k, вычтем 

k-ое уравнение, умноженное на . Таким образом, , 

 и ,  

при k . Или, что тоже самое 

)1()1( / −− k
kk

k
ik aa

)1()1( * −− k
kj

k
kk aa

)1()( −−= k
kj

k
kj aa

)1()1( */ −− k
k

k
kk ba)1()( −−= k

k
k

k bb

i≠

)1()1()( /−− −= k
ik

k
ij

k
ij aaa )1()1()( −− −= k

ik
k

i
k

i abb

)1( −−k
kja)( =k

kja , и )1()1 * −− k
kj

k a()1()1( /−− −= kk
k

ik
k

ij aaa)k(
ija . 

Выразим элементы ( )kA  через элементы исходной системы ( )0A . Для этого 

обозначим через 








s

s

jj
ii

А
L

L

1

1  минор матрицы A , расположенный на 

пересечении строк i1,…,is и столбцов ji,…,js. На k-ом шаге ко всем строкам 
матрицы ( )1−kA  прибавлялись k-ая строка с некоторыми коэффициентами. 
Следовательно, любой минор, матрицы ( )1−kA , содержащий k-ую строку, не 
изменяется на k-ой итерации алгоритма. Таким образом, каждый минор матрицы 
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( )1−kA , содержащий первые k-строк, совпадает с соответствующим минором 
матрицы ( )0A . Обозначим через [ ]k  множество номеров 1,2,…,k. В силу 

сказанного выше, справедливы равенства 
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]
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А k)(  - отличается от диагональной матрицы только i-ым столбцом. 

Во всех случаях, их определитель равен произведению элементов, 
расположенных на главной диагонали. Тем самым установлены тождества 
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 при ki ≤ , j>k. Все элементы матрицы ( )kA , 

расположенные в первых k столбцах матрицы и не лежащие на главной 
диагонали, равны нулю. Следовательно, элементы матрицы , расположенные 
в первых k столбцах, на k-ой итерации метода Гаусса не изменятся. В частности, 

, где , и 
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. Подставим полученное 

равенство в установленные ранее тождества, выведем равенства 
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 при ki ≤ , j>k. Преобразуем полученные 

равенства к виду 
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Ниже нам понадобится неравенство Адамара для определителя матрицы A 

  ∏
=

≤
n

i

A
1

|det|

Заметим, что из полученных формул следует, что все промежуточные 
величины в методе Гаусса, ограничены сверху полиномом от длины входной 
информации. Пусть элементы )  — целые числа, не превосходящие по 
абсолютной величине α. Тогда любой минор k-го порядка этой матрицы, по 
неравенству Адамара, не превосходит αkkk/2. Таким образом, числитель и 
знаменатель элементов  не превосходит α2kkk, и длина  не больше 2n(log α 
+ log n). Отметим, эти рассуждения верны, если числитель и знаменатель каждого 
рационального числа сокращать на их наибольший делитель. Число элементарных 
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арифметических операций метода Гаусса O(n3). Общая трудоемкость метода 
получается O(n5(log α + log n)2). 

Данная трудоемкость получается при использовании рациональной 
арифметики. Однако, можно обойтись и без использования рациональной 
арифметики. Отметим, что общий знаменатель i-ой строки матрицы ( )kA  равен 
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матрицы ( )kA  на ее общий знаменатель, получим целочисленную матрицу ( )kA~ .  
Выведем формулы пересчета от матрицы ( )1~ −kA  к ( )kA~ . Величина ( )k
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( )1−kA  их выражение через элементы матрицы ( )1~ −kA  получим равенства 
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Из вышесказанного вытекает следующий вариант метода Гаусса: 

d: = 1 {ячейка для хранения } 
1

11

_ −

−−

k

kka
k: = 1 {номер итерации} 
F: = true {признак невырожденности матрицы} 
while (k<=n) and F do begin 
 if A[k, k] = 0 {проверка ведущей строки} 
 then begin 
 i:= k+1; 
 while (i <=n) and (A [i, k] = 0) do i:= i+1; 
 if i <=n {ведущая строка найдена} 
 then begin j: = k; {перестановка строк i и k} 
 while j<=n do begin c: = A[i,j]; A[i,j]:=A[k,j]; A[k, 

j]:=c; j:=j+1; end; 
c:=b[i]; b[i]:=b[k]; b[k]:=c; end 
else F:=false; {матрица вырождена} 
end; 
if F 
then begin {k-ая итерация} 
i:=1; {номер строки} 
 while i <=n do begin 
if i <>k 
then begin 
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for j:=k+1 to n do A[i, j]:=(A[i, j]xA[k, k]-A[k, 
j]xA[i, k])/d; 

b[i]:=(b[i] x A[k, k] - b[k] x A[i, k]) / d. 
А[i, k]:=0; 
A[i, i]:=A[k, k]; 
end; 
i:=i+1; end; 
end; 
d:=A[k, k]; 
k:=k+1; 
end; 
 
Трудоемкость этого метода, при использовании самого быстрого алгоритма 

умножения, равна O(n4(log α + log n)). Выигрыш, по сравнению с предыдущей 
версией алгоритма, здесь достигается за счет отказа от использования операции 
взятия наибольшего общего делителя чисел. Отметим, что после работы 
алгоритма, в ячейке d будет храниться определитель матрицы А. Если в качестве 
b взять столбцы единичной матрицы, то в качестве решения будут получаться 
столбцы присоединенной матрицы. Таким образом, трудоемкость нахождения 
обратной, присоединенной матрицы и определителя равна О(n4(log α + log n)). 
Описанный алгоритм легко модифицируется для нахождения общего решения 
системы линейных уравнений Ах = b в общем случае, когда А — прямоугольная 
матрица.  

9.2. Нормальная диагональная форма Смита  
Для нахождения общего целочисленного решения системы линейных 

уравнений используется нормальная диагональная форма Смита (HДФC) 

матрицы. Матрица S называется HДФC матрицы А, если  
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причем si = di/di-1, где d0 = 1, di —наибольший общий делитель миноров i-го 
порядка матрицы А. Все миноры матрицы А порядка больше чем k равны 0. 

Известно, что НДФС для любой матрицы существует и единственна. 
Причем, найдутся такие унимодулярные матрицы P и Q (то есть с определителем 

), что PAQ = S. Если известны матрицы P и Q, то рассмотрение общего 
решения в целых числах системы линейных уравнений Ах = b не составляет 
труда. Для этого делаем замену переменных x = Qy и от системы AQy = b 
перейдем к равносильной ей PAQy = Pb = с. Последняя система выглядит 
следующим образом s

1±

1y1 = с1, …, skyk = ck, yk+1,…,ym — любые целые числа. 
Соответственно, общее решение имеет вид y = c1/s1e1+···+ck/skek+yk+1ek+1+···+ymem. 
Умножая на Q обе части равенства, получим 
x = c1/s1Qe1+···+ck/skQek+yk+1Qek+1+···+ymQem — общее решение.  

Опишем метод получения НДФС матрицы А. Сначала, методом Гаусса 
найдем какой-нибудь ненулевой минор матрицы А максимального порядка. 
Обозначим его через d. Трудоемкость его построения O(mn3 log αn). Отметим, 
числа s1,s2,…,sk являются делителями d. Элементарными преобразованиями строк 
и столбцов приведем матрицу А к диагональному виду. При этом все операции 
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будем делать по модулю d. Опишем подробнее те элементарные преобразования 
со строками и столбцами матрицы А, которые собираемся делать. 

Пусть aij — элементы А, где i = 1,…, n; j = 1,…, m; α — наибольший по 
абсолютной величине элемент матрицы А. Среди всех неравных 0 элементов aij 
выберем наименьший по абсолютной величине, и путем перестановки строк и 
столбцов сделаем его элементом a11. После этого найдем частные и остатки от 
деления ai1 и aij на a11: ai1 = a11qi1+ri1, aij = a11qij+rij, (i = 1,…, n; j = 1,…,m). Если хотя 
бы один из остатков не равен 0, например, rij, то, вычитая из j-го столбца первый, 
умноженный на qij, мы заменим элемент aij на rij, меньший чем a11 по модулю. 
Теперь перестановкой столбцов мы можем уменьшить элемент в левом верхнем 
углу матрицы А. Понятно, что, в конце концов, мы придем к случаю, когда rij = 0 
и ri1 = 0. Вычитая из j-го столбца первый, умноженный на q1j, а из i-ой строки — 

первую, умноженную на qi1, придем к матрице . Если хотя бы один 

из элементов a

















nm

m

n a
a

a
a

a

2

2

22

11 0...0

0
0

L

L

ij не делится на a11, то, прибавив к первому столбцу j-ый, получим 
возможность уменьшить a11. Таким образом, за конечное число шагов получим 
матрицу, в которой все элементы делятся на a11. Если среди элементов aij 
(i = 2,…,n, j = 2,…,n) имеются неравные 0, то, применяя тот же процесс, в конце 
концов, придем к НДФС.  

Запоминая элементарные преобразования со строками и столбцами в 
соответствующих матрицах, найдем матрицы Р и Q.  

Поскольку Si являются делителями d, то, проводя все арифметические 
операции по модулю d, мы, тем не менее, построим НДФС матрицы А. При этом, 
элементарных преобразований потребуется, не больше, чем число итераций 
алгоритма Евклида, умноженного на min (m, n). Таким образом, общее число 
элементарных операций метода не более O(mn log d), а, значит, его общая 
трудоемкость — O(mn min(m, n) log α). При этом будут найдены унимодулярные 
матрицы Р и Q, удовлетворяющие равенству РАQ = S+dT, где Т — целочисленная 
матрица размерами mхn. Так как d — величина некоторого минора матрицы А, то 
dP-1T можно представить как АВ = dP-1T, где В — целочисленная матрица 
размерами mхm и может быть найдена как решение системы линейных 
уравнений. Следовательно, из равенства PAQ = S + dT вытекает S = PAQ-
PAВ = РА(Q-В). В результате, кроме НДФС матрицы А мы нашли и 
унимодулярные матрицы Р и Q-В, приводящие к НДФС. Общая трудоемкость 
метода ограничена величиной O(m2n2logα). 

 

Резюме 
 
Для следующих задач существуют полиномиальные алгоритмы решения: 

1. Решение системы линейных уравнений. 
2. Вычисление определителя 
3. Построение обратной матрицы 
4. Построения нормальной диагональной формы Смита. 
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Контрольные вопросы и упражнения: 
1. Построить алгоритм нахождения общего решения систем линейных уравнений 

и оценить его трудоемкость. 
2. Построить полиномиальный алгоритм нахождения псевдо-обратной матрицы 

Мура-Пенроуза. 
3. Известно, что наибольший общий делитель ( )xh  многочленов  и ( )xf ( )xg  

представим в виде ( ) ( ) ( ) ( )xgxvxfxu + , где ( )xu  и ( )xv  многочлены, степени 
которых меньше чем степени многочленов ( )xf  и ( )xg , соответственно. 
Считая, что степень многочлена ( )xh  равна k, свести задачу построения ( )xh  к 
системе линейных уравнений. Оценить трудоемкость ее решения. Получить 
отсюда алгоритм построения наибольшего общего делителя многочленов. 
Какова его трудоемкость? 

4. Построить полиномиальный алгоритм нахождения нормальной диагональной 
формы Смита для полиномиальных матриц.
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10.Факторизация целых чисел и криптография с 
открытым ключом 

10.1. Криптосистемы с открытым ключом 
Прежде чем перейти к изучению алгоритмов факторизации натуральных 

чисел и тестов проверки на простоту, мы остановимся чуть подробнее на одном 
важном приложении этих алгоритмов. Речь пойдет о криптографии — науке о 
шифровании информации с целью ее защиты от несанкционированного доступа. 

Классические схемы шифрования 
Идея использовать числа для шифрования восходит к глубокой древности. 

Например, шифр Цезаря с математической точки зрения заключается в 
следующем. Занумеруем буквы латинского алфавита в естественном порядке 
элементами кольца классов вычетов Z26 = {0,1,…,25}. В исходном (открытом) 
тексте каждая буква с номером S заменяется на букву с номером S+3 (mod 26). С 
тех пор появилось много модификаций этого шифра замены. Например, в шифре 
Виженера (Франция, XVI век) открытый текст разбивается на блоки из m букв. 

Затем выбирается ключ — фиксированное слово из m букв  = (а
_
a 1,…,аm). 

Каждый блок открытого текста  = (s
_
s 1,…,sm) заменяется на блок  = (t

_
t 1,…,tm), где 

ti≡si+ai(mod 26). Таким образом, шифрование заключается в «параллельном 

переносе» векторов «пространства»  на вектор  = (аmZ 26

_
a

_
a 1,…, аm). В современных 

шифрах замены ключ  является последовательностью случайных чисел. Более 
общий способ шифрования заключается в выборе аффинного преобразования 

 = В+ , где В — фиксированная невырожденная матрица с коэффициентами в 

Z

_
a

_
t

∈

_
s

m
n

_
a

n (матрица перестановки),  — ключ, являющийся случайной 

последовательностью. Здесь, В — произведение вектора - строки длины m,  
 и матрицы В. Невырожденность В означает, что det B — обратимый элемент 

кольца Z

_
s

_
s

_
a

Z
n. Отметим, что при использовании битовой кодировки для алфавита или 

других символов сообщений (например, ASCII-коды) векторы , ,  
принадлежат , Z

_
t

_
s

mZ 2 2 = {0, 1}, а В — невырожденная матрица с элементами из поля 
Z2. 

Мы не будем обсуждать вопросы стойкости шифров. Отметим лишь, что 
согласно теореме К. Шеннона, абсолютно стойкий шифр может быть получен 

только при однократном использовании случайного ключа , длина которого 
совпадает с длиной сообщения. 

_
a

 

Односторонние функции 
Очевидно, создание большого количества случайных ключей достаточной 

длины очень трудоемкое и, следовательно, дорогое дело. Поэтому 
компьютеризация, которая привела к значительному возрастанию секретной 
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информации, поставила перед криптографией новые задачи. В 1976 г. 
американские математики У.Диффи и М.Э.Хеллман ввели новый тип 
криптографии — криптографию с открытым ключом. В ее основе лежит идея 
использования для шифрования односторонних функций. 

Определение. Инъективное отображение f:X→Y называется односторонней 
функцией, если существует полиномиальный алгоритм вычисления f(x) для 
любых х∈Х, но не существует полиномиального алгоритма вычисления f--1(y) для 
большинства случайно выбранных y из области изменения f. 

Для криптографии представляют интерес специальные односторонние 
функции — функции с секретом. Эти функции являются односторонними, если 
некоторая информация остается в секрете. Точнее, функция с секретом fk:X→Y 
зависит от параметра K (секретный ключ), fk(х) вычисляется за полиномиальное 
время, независимо от K; если K известно, то )  вычисляется за 
полиномиальное время; если же K неизвестно, то не существует полиномиального 
алгоритма, вычисляющего ) . В криптографии множество Х — это 
множество открытых сообщений, Y — множество шифрованных текстов, f

(1 yfk
−

(1 yfk
−

k 
-1 — 

алгоритм дешифрования.  
Условия на функцию с секретом fk означают, что любой пользователь А 

может послать по открытому каналу связи сообщение y = fk(x) любому 
пользователю В. Способ шифрования содержится в доступном для всех 
справочнике. Пользователь В, используя свой секретный ключ, легко дешифрует 
сообщение y = fk(x), т.е. найдет )  за полиномиальное время. Однако, никто 
другой без знания K не сможет за полиномиальное время восстановить х. 

(1 yfk
−

Так как существование односторонних функций до настоящего времени не 
доказано, то в качестве функций с секретом fk берутся функции, для которых 
вычисление )  без знания дополнительной информации K является трудной 
математической задачей. 

(1 yfk
−

 

Проблема дискретного логарифма 
Проблема дискретного логарифма — одна из таких задач. Пусть 

Zp = {0,1,…,p-1} — поле классов вычетов по простому модулю р, 
 = U(Z*

pZ p) = {1,2,…,р-1} — мультипликативная группа поля Zp. Для 

фиксированного а∈  и заданного произвольного у*
pZ ∈ *

pZ  проблема дискретного 
алгоритма по основанию а состоит в нахождении такого натурального х, что 
у а≡ х(mod p).  

 

Протокол Диффи-Хеллмана открытого обмена ключей 
На проблеме дискретного логарифма основан ряд криптографических 

систем с открытым ключом. Диффи и Хеллман предложили следующую систему 
открытого обмена ключей. Допустим абоненты А и В решили согласовать 
большое целое число в качестве ключа для классической системы шифрования 
(см. шифр замены). В их распоряжении имеется открытый канал связи, так что 
противник С может знать информацию, передаваемую от А к В и обратно. А и В 
поступают следующим образом (последовательность действий абонентов А и В 
при решении криптографической задачи называется протоколом): 
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1) согласовывают открыто большое простое число р и основание а∈  (т.о., р и 
а известны противнику С); 

*
pZ

2) каждый в отдельности А и В секретно выбирают достаточно большие числа хА 
и хВ; 

3) А посылает В по открытому каналу число уА = , аналогично В 
посылает А число у

)(mod pa Аx

В = ; )(mod рa Вx

4) получив уВ, А возводит его в степень хА и получает 
; *)(mod)(mod)()(mod p

xxхxx
В ZpapapyN AВAВА ∈===

аналогично поступает В и получает число  
)(mod)(mod)()(mod papapyN ВАВАВ xxхxx

В === .  
Это число N и является их общим секретным ключом. 
Противник С знает р, а, , , передававшиеся по открытому 

каналу связи. Для нахождения N =  (все вычисления проводятся в поле Z

Ax
А ay =

ВАхха

Вх
В аy =

p) С 
должен решить проблему Диффи-Хеллмана — по известным р, а, ,  в поле 
Z

Аха Вха
p найти . Зная решение проблемы дискретного логарифма (т.е. вычислив xВАхха A 
и хВ), легко найти N = . Решить проблему Диффи-Хеллмана, не прибегая к 
нахождению дискретного логарифма (x

ВАхха
A, хВ), пока не удалось. Есть основания 

полагать, что эти проблемы эквивалентны 4 
На сложности проблемы дискретного логарифма базируется безопасность 

алгоритма цифровой подписи (DSA — Digital Signature Algorithm), на котором 
основан стандарт цифровой подписи (DSS), предложенный Американским 
национальным институтом стандартов и технологии (NIST), в 1991г. 

Система RSA 
В 1977-78 гг. Р.Л. Ривест, А. Шамар и Л. Адлеман предложили новую 

криптографическую систему с открытым ключом, названную в честь создателей 
RSA. RSA используется во многих коммерческих системах, на Web-серверах, для 
цифровой подписи электронной почты, в системах электронных кредитных карт и 
т.д. Надежность системы RSA основана на сложности задачи факторизации 
натуральных чисел. 

Пусть М — число всевозможных сообщений, каждой из которых является 
целым числом m, 0≤m<М. Например, при использовании латинского алфавита 
сообщения, длина которых ограничена сверху числом s, могут рассматриваться 
как s-значные числа в 26-ричной системе счисления. Таким образом, в качестве М 
можно взять 26s. Типичный размер для М — 300–600 десятичных знаков. 

Каждый пользователь А системы RSA выбирает два больших простых числа, 
так чтобы их произведение N = pg было больше М (например, если N имеет 1024 
бит в двоичной записи, то р и g имеют длину в 512 бит). 

Затем А выбирает число e, взаимно простое с р-1 и q-1 и имеющее примерно 
столько же знаков, что и N. Потом вычисляет d, такое, что de ≡ 1(mod p-1), 
de≡1(mod q-1). Пару чисел (N,e) А публикует в открытом справочнике, а числа p, 
q, d хранит в секрете. Допустим, абонент В хочет послать абоненту А сообщение 
х. Чтобы его зашифровать, В находит в справочнике под именем А пару (N,e) и 

                                                 
4 D.Boneh, R.Lipton. Algorithms for black-box fields and their applications to cryptography. 

Advances in Ctyptology-Crypto*’96. Springer-Verlag, 283-297. 
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вычисляет y≡хe(mod N). Число у посылается абоненту А по открытому каналу 
связи. Получив шифрованное послание у, абонент А вычисляет yd(mod N), 
применяя свой секретный ключ d, и получает yd ≡ (xe)d(mod N) ≡ xed(mod N). 
Оказывается, что xed ≡ x(mod N), и послание х восстановлено. 

 
Теорема о корректности системы RSA 

Пусть N = pq — произведение двух различных чисел, e и d — два 
натуральных числа, меньшие (p-1)(q-1), таких, что ed ≡ 1(mod p-1), ed≡ 1(mod q-
1). Тогда, для любого х∈Zn   xed ≡ x(mod N). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО  
Для N = pq имеем φ(N) = φ(p)φ(q) = (p-1)(q-1) (φ(N) — функция Эйлера — 

количество натуральных чисел, не превосходящих N и взаимно простых с N). 
Группа U(Zn) обратимых элементов кольца Zn имеет порядок φ(N). Согласно 
китайской теореме об остатках отображение ψ: Zn →Zp × Zq, ψ(x) = (x1, x2), 
x≡x1(mod p), x ≡ x2(mod q), является изоморфизмом. Поэтому ψ(хed) = ( , ). 
Так как ed = 1+k(p-1), то  в Z

edx1

0=

edx2

1x=
111

)1(
11

)1(1
11 ()( xxxxxxx kpkpked ==⋅== −−+

11
1 =−px

22 xx

1 )p−

ed =

p. Здесь 
использовано то, что для х1≠0 в Zp, . Если х1 = 0, то . 
Аналогично, из условия ed = 1(mod q-1) получаем  в Z

1xed

q. Итак, 
ψ(хed) = ψ(х) = (x1,x2). Так как ψ — изоморфизм, то хed = х в ZN. Таким образом, yd 
≡ xed(mod N) ≡ x(mod N) и А восстанавливает сообщение х. 

Если противник С сумеет разложить на простые множители известное число 
N = pq, то, зная открытый ключ e, он, так же, как А, может вычислить секретный 
ключ d, такой, что ed ≡ 1(mod p-1), ed ≡ 1(mod q-1), и расшифровать сообщение, 
посылаемые абоненту А. Следовательно, если задача факторизации может быть 
эффективно (за полиномиальное время) решена, то система RSA может быть 
легко взломана. Другой метод взломать систему RSA до сих пор не найден, хотя и 
не доказано, что для взлома системы RSA необходимо иметь эффективный 
алгоритм факторизации. Таким образом, связь надежности системы RSA со 
сложностью задачи факторизации аналогична связи проблемы Диффи-Хеллмана с 
проблемой дискретного логарифма. 

Очевидно, алгоритмы криптографии открытого ключа слишком медленны 
для частых обменов информацией. Поэтому они используются, в основном, для 
цифровой подписи и для передачи секретного ключа, а затем применяется 
классическая система шифрования. Подробнее о криптографии с открытым 
ключом можно прочитать в книге Яценко В.В.5  

Сложность задачи факторизации 
Трудоемкость алгоритмов, работающих с большими числами, оценивается 

количеством битовых операций. Зная количество операций, выполняемых 
компьютером за 1 секунду, можно оценить машинное время, необходимое для 
выполнения алгоритма. Оценка трудоемкости наиболее быстрых алгоритмов 
факторизации натуральных чисел имеет вид О(exp nn logloglog ⋅ ). 

В 1977 г. Ривест, Шамир и Адлеман составили таблицу трудоемкости для 
задачи факторизации натуральных чисел в зависимости от количества их 
десятичных цифр: 

                                                 
5 Яценко В.В. Введение в криптографию. М. МЦНМО: «ЧеРо», 1999. — 272с. 
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Число десятичных цифр Число операций 

50 
75 
100 
200 
300 
500 

1,4 · 1010 
9,0 · 1012 
2,3 · 1015 
1,2 · 1023 
1,5 · 1029 
1,3 · 1039 

 
Если компьютер выполняет 2*1011 операций в секунду, то для разложения 

на множители числа, имеющего 300 десятичных знаков, требуются десятки 
миллионов лет машинного времени. 

 

10.2. Нахождение простых чисел 
 
В связи с системой RSA возникают две математические задачи, 

примыкающие к компьютерной алгебре: 
1. разработка методов для нахождения больших простых чисел, 

позволяющих каждому пользователю построить на компьютере два достаточно 
случайных простых числа р и q, 

2. создание алгоритмов факторизации больших чисел. Эту задачу 
должен решить противник, чтобы расшифровать информацию, не зная секретного 
ключа. 

Наиболее древний алгоритм нахождения простых чисел — решето 
Эратосфена (III в. до н.э.) — позволяет выписать все простые числа, не 
превосходящие данного числа n, а также найти наименьший простой делитель 
числа n, если n — составное число. Алгоритм заключается в следующем: 
записываем последовательно все числа от 2 до n, затем в полученной таблице 
вычеркиваем каждое второе число после 2, каждое третье после 3, каждое пятое 
после 5 и т.д. При этом каждый раз считаются и уже вычеркнутые числа. После 
каждой процедуры вычеркивания первое, оставшееся невычеркнутым, число k 
является простым, а затем вычеркиваются все числа, следующие за k и кратные k. 
Вычеркивания производят до тех пор, пока k≤ n , так как, очевидно, любое 
составное число а имеет делитель ≤ a . 

Отсюда получается и «наивный» алгоритм проверки простоты числа n и, 
заодно, нахождения собственного делителя n в случае, когда n — составное 
число. Надо n делить с остатком на числа ≤ n  (достаточно делить на нечетные 
числа). Однако этот алгоритм (как и решето Эратосфена) имеет 
экспоненциальную сложность: если n имеет длину k, т.е. n в двоичной записи 

содержит k бит, то надо проделать порядка 22
k

n ≈  операций деления с остатком. 
Поэтому для больших n (порядка 10100) наивный алгоритм практически 
неприменим. 

Асимптотический закон распределения простых чисел 
Пусть π (х) — количество простых чисел, не превосходящих х. Согласно 

асимптотическому закону распределения простых чисел:  
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1

ln

)(lim =






∞→

x
х
х

x

π  

Величина 
х
х)(π  равна вероятности, с которой наугад выбранное 

натуральное число, не превосходящее х, окажется простым. Поэтому из 
асимптотического закона распределения можно сделать вывод, что эта 

вероятность приблизительно равна 
xln

1 . Следовательно, если взять порядка ln x 

случайных чисел от 1 до х, то очень высока вероятность, что хотя бы одно из этих 
чисел будет простым. Например, если n = 10100, то ln n ≈ 230, и для нахождения 
простого числа ≤ 10100 надо проверить на простоту 230 случайно выбранных 
чисел. Впрочем, достаточно рассматривать только нечетные числа, что сокращает 
проверку практически в два раза, и мы получаем 115 чисел для проверки на 
простоту. Это уже вполне посильная задача для компьютера. Отметим, что наугад 
выбранное число ≤ 10100 с вероятностью ≈ 0,9 имеет в своей записи 100 цифр, с 
вероятностью ≈ 0,99 — не менее 99 цифр, с вероятностью ≈ 0,999 — не менее 98 
цифр и т.д. (проверить вычисление вероятности!). Поэтому с большой 
вероятностью среди 115 случайно выбранных нечетных чисел ≤ 10100 будет 
содержаться большое простое число (около 100 десятичных знаков). 

Итак, для нахождения больших простых чисел нужен генератор случайных 
чисел и тесты проверки на простоту. Мы подробно рассмотрим один из 
вероятностных тестов на простоту, дающий неплохие результаты. 

 

Вероятностный тест на простоту Миллера-Рабина 
Согласно малой теореме Ферма для любого простого n и любого а∈  = {1, 

2, ···, n-1}  

+
nZ

 an-1 ≡ 1(mod n)  (1) 
Определение. Натуральное число n называется псевдопростым по 

основанию а∈ , если выполнено соотношение (1). +
nZ

Очевидно, если n — псевдопростое по основанию а, то (а,n) = 1, значит, 
а∈U(Zn). 

Если найдется а∈U(Zn), такое, что (1) не выполняется, т.е. n не является 
псевдопростым по основанию а, то число n составное. Обратное неверно. 
Существуют составные числа n, для которых (1) выполняется для всех а∈U(Zn). 
Такие составные числа n называются числами Кармайкла по имени математика, 
исследовавшего эти числа в начале ХХ века. Первые числа Кармайкла — 561 = 3 · 
11 · 17, 1105 = 5 · 13 · 17, 1729 = 7 · 13 · 19.  

В 1994 г. Алфорд, Гранвилл и Померанц6 доказали, что множество чисел 
Кармайкла бесконечно, хотя они и достаточно редки. Среди первых ста 

                                                 
6 Alford W.R., Granville A., Pomerance C. There are infinitly many Carmichael numbers // 

Ann. Math. 140, 1994/ P/ 703-722/ 
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миллионов положительных чисел имеется только 255 чисел Кармайкла.2 Число n 
является числом Кармайкла тогда и только тогда, когда: 

1.n — произведение, по крайней мере, трех различных простых чисел, 
2.n — свободно от квадратов (т.е. n не делится на число, являющееся 
квадратом,  
3.если простое р делит n, то p-1 делит n-1 (Кармайкл, 1912). 

Итак, для чисел Кармайкла проверка условия (1) не дает результата: для 
любого а∈U(Zn) (1) выполняется. Однако для простого числа n из (1) можно 
получить и другие сравнения. Действительно, пусть 2s — максимальная степень 2, 
делящая n-1, n-1 = 2s·u. Так как an-1-1 = a -1 =(aus ⋅2 u-
1)(au+1)(a2u+1)(a4u+1)··· ( )1

12 +⋅− us

a  ≡ 0(mod n) и кольцо Zn является полем (n — 
простое), то одна из скобок равна 0 в Zn. Поэтому косвенным подтверждением, 
что n — простое число, является выполнение для любого а∈  одного из 
следующих сравнений:  

+
nZ

 a  ≡ 1(mod n), a ≡ -1(mod n), 0 ≤ r < s.  (2) u ur2  

Следовательно, если найдется число а∈ +
nZ  для которого либо не 

выполняется (1), либо не выполняется ни одной из соотношений (2), то число n — 
составное. Будем называть такие числа а∈ +

nZ  хорошими для n. Мы покажем, что 
для составного числа n хорошие числа существуют, и их достаточно много, чтобы 
использовать случайно выбранные а∈ +

nZ  для исследования числа n. 
Вероятностный тест на простоту Миллера-Рабина заключается в проверке 
соотношений (1),(2) для случайно выбранных а∈ +

nZ . 

Описание алгоритма Миллера-Рабина 
Дано нечетное натуральное число n. Пусть RANDOM (1,n-1) — генератор 

случайных чисел, дающий с равной вероятностью целое число а, 1≤а≤n-1. 
Запишем n-1 в двоичной системе счисления n-1 = bk2k+bk-12k-1+···+ b0, bi ∈{0, 1} и 
будем вычислять an-1(mod n), используя дихотомический алгоритм возведения в 
степень по модулю n. При этом на каждом шаге будем проверять, не получили ли 
мы число отличное от 1 и n-1, квадрат которого по mod n равен 1. Вычисление an-1 

(mod n) выделим в отдельную процедуру GOOD NUMBER (a,n). 
GOOD NUMBER (a,n)  
% n-1 = (bk,bk-1,···,b0) — двоичная запись n-1 % 
1 d ← 1 

2 for i←k downto 0 
3  do x←d 
4  d←(d·d) (mod n) 
5  if d = 1 & x ≠ 1 & x ≠ n-1 
6  then return TRUE 
7  if bi = 1 
8  then d ←(d·a) (mod n) 
9 if d ≠ 1 

                                                 
2 Кормен Т., Лейзерсон Ч., Ривест Р. Алгоритмы: построение и анализ. М.: МЦНМО, 

1999. — 960 с. 
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10  then return TRUE 
11 return FALSE 

В строках 5—6 проверяется, не получилось ли число, являющееся 
нетривиальным квадратным корнем из 1 в Zn (т.е. отличным от 1 и n-1 в Zn). Если 
такой корень появился, то число n — составное, (так как для простого n в поле Zn 
есть только два квадратных корня из 1 : 1 и n-1) и выдается значение TRUE.  

Укажем, какие значения принимает переменная d. Пусть n-1 = 2s(bk2k-s 

+···+bs) = 2s u, bs = 1. Тогда, d последовательно принимает значения по mod n. 

  1, а, ···, au, a2u, a4u, ···, a  = aus2 n-1  (3) 
Если нетривиальных квадратных корней из 1 в последовательности (3) не 

обнаружено, то в строке (9) проверяем условие  = aus

a 2 n-1 ≡ 1(mod n), т.е. 
проверяется сравнение (1). Если оно не выполняется (d≠1), значит, число n — 
составное, и выдается сообщение TRUE. В противном случае на выходе получаем 
сообщение FALSE.  

Итак, если а — хорошее число для n, то процедура GOOD NUMBER (a, n) 
выдаст значение TRUE и число n — составное. Если на выходе получаем 
значение FALSE, то а — плохое число для n, оно прошло все предусмотренные 
проверки. 

В алгоритме Миллера-Рабина мы обращаемся к генератору случайных чисел 
t раз. (t— параметр алгоритма). 

MILLER-RABIN (n, t) 
1. for j ← 1 to t 
2. do a ← RANDOM (1, n-1) 
3. if GOOD NUMBER (a, n) 
4. then return COMPOSITE 
5. return PRIME 

Таким образом, если на выходе мы получаем COMPOSITE, то n — 
составное число, т.к. среди случайно выбранных а∈ +

nZ  нашлось хорошее число 
для n. Если же на выходе мы получили PRIME, то это лишь означает, что все 
случайно выбранные а∈  являются плохими для n. +

nZ
В дальнейшем мы покажем, что с ростом t вероятность того, что в случае 

PRIME число n не является простым, стремится к 0.  
Таким образом, мы не имеем систематического доказательства простоты n, 

но для достаточно большого t можем считать этот факт достоверным. Такие 
«практически простые» числа n используют для шифрования и называются 
иногда «коммерческими простыми числами». 

 

Анализ алгоритма Миллера-Рабина 
Мы покажем, что для составного числа n количество хороших а∈  не 

меньше 

+
nZ

2
1−n . Следовательно, вероятность случайного выбора плохого а не 

больше ½, а, значит, при t-кратном случайном выборе вероятность того, что все 
выбранные а являются плохими, не превосходит 2-t. Это и есть вероятность того, 
что при составном n алгоритм MILLER-RABIN (n, t) дает на выходе значение 
PRIME. Например, при t = 50 вероятность ошибки значения PRIME очень мала и 
не превосходит 2-50. Понятно, что такой вероятностью можно пренебречь. 
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Теорема. Для нечетного составного числа n количество хороших чисел 

а∈  не меньше +
nZ

2
1−n . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Мы покажем, что число плохих а для n не превосходит 

2
1−n . Для плохих а вычисляются все соотношения (1) — (2). В частности из (1) 

следует, что плохое число а взаимно просто с n, т.е. а ∈U(Zn).  
Идея доказательства состоит в том, чтобы показать, что все плохие а лежат в 

некоторой собственной подгруппе H⊂U(Zn). По теореме Лагранжа порядок Н 
является делителем n и, значит, число элементов в любой собственной подгруппе 
не превосходит половины элементов группы. Таким образом, количество плохих 

а∈  не превосходит половины элементов группы: +
nZ

2
1

22
)( −

=<
+

nZZU nn . 

Рассмотрим два случая: 
1) n не является числом Кармайкла, т.е. существует а∈U(Zn) такое, что an-1 ≡ 

1(mod n). Тогда множество H = {x ∈ U(Zn) | xn-1 ≡ 1(mod n)} является 
собственной подгруппой в U(Zn) (т.е. а ∉  H). Так как все плохие числа лежат в 
Н, то утверждение справедливо. 

2) Пусть n — число Кармайкла, т.е. для всех а∈U(Zn) выполнено сравнение (1). 
Покажем, что n делится на два различных простых числа. Если n = p с, p —
простое, с>1, то 1)1()()( −−== c

n ppnZU ϕ
|)(

. Так как группа U(Zn) — 
циклическая, то 1−nnϕ . Следовательно р|n-1 = pc-1. Противоречие. 
Представим n в виде n = m1m2, (m1, m2) = 1, mi > 1. Запишем n-1 в виде n-
1 = 2s·u, где 2s — наибольшая степень двойки, делящая n-1. Рассмотрим часть 
последовательности значений в Zn, которые принимает переменная d в 
алгоритме GOOD NUMBER (a, n) для произвольного а∈ +

nZ .  

 Da = (au, a2u, a4u, ···, a )  (4) us ⋅2

Если а = -1, то au = -1 в Zn, так как n — нечетное число. Поэтому существует 
b∈U(Zn), для которого существует максимальное j с условием ≡-1(mod n) 
среди всех элементов а∈U(Z

us

b ⋅2

n), для которых в последовательности Dа встречается 
-1. 

Пусть Н = { х ∈  U(Zn) |  ≡ ± 1(mod n)}. Н — подгруппа в U(Zus

x ⋅2
n). 

а) все плохие числа лежат в Н. 
Действительно, если а — плохое число, то а∈U(Zn) и для  = аus

a ⋅2 n-1 ≡ 1(mod 
n), т.е. полезный элемент в последовательности Dа равен 1. Если au ≡ 1(mod n), то 

 = 1 и а∈Н. Если aus

a ⋅2 u ≡ 1(mod n), то среди чисел  есть -1 по определению 
плохого числа. В силу выбора j, k ≤ j. Поэтому a ≡ ± 1(mod n) и а∈Н. 

us

a ⋅2

uj ⋅2

в) Н — собственная подгруппа в U(Zn). 
Для элемента в имеем сравнение b2·u ≡-1(mod n). Следовательно,  ≡-

1(mod m

uj

b ⋅2

1). Применим китайскую теорему об остатках. Существует f∈ , такой, 

что f ≡b(mod m

+
nZ

1) и f ≡ 1(mod m2). Тогда ≡ - 1(mod muj

f ⋅2
1) и ≡ 1(mod muj

f ⋅2
2). 

Следовательно, ≡ ± 1(mod n). По построению f ≡ b(mod muj

f ⋅2
1), поэтому (f, 

m1) = 1. Аналогично, (f, m2) = 1. Поэтому (f, n) = 1 и f∈U(Zn). Итак, существует f∈  
U(Zn), такой, что f ∉  Н.  
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Мы снова показали, что все плохие числа лежат в собственной подгруппе 
группы U(Zn).  

Согласно более сильной оценке Рабина для n ≠ 9 вероятность случайного 
выбора плохого числа не превосходит ¼ и эта оценка не улучшаема. 

 
 
 
 

10.3. Факторизация натуральных чисел 
 

Разложение составного числа n на множители сводится к поиску 
собственных делителей числа n. Как отмечалось в предыдущей лекции, среди 
делителей составного числа n имеются числа ≤ n . Поэтому простейший способ 
отыскания делителей числа n требует порядка  операций деления, где 
β = [log

2/2β

2n + 1] — длина числа n. Для излагаемого ниже ρ-алгоритма Полларда 
число арифметических операций имеет порядок 4/2β≈

2

4 n , а число битовых 
операций, т.е. сложность алгоритма оценивается как О(β2· ). Этот алгоритм 
также, как и тест на простоту Миллера-Рабина, имеет вероятностный характер. 
Здесь также используется генератор случайных чисел, но если в алгоритме 
Миллера-Рабина мы оценивали вероятность неправильного ответа «n — простое», 
то в ρ-методе Полларда статистический характер имеет оценка трудоемкости 
алгоритма. Сложность алгоритма статистически ограничена, т.е. оценка времени 
работы алгоритма носит вероятностный характер. Поэтому алгоритм часто 
называют ρ-эвристическим методом Полларда. 

4/β

 
 

Идея ρ-метода Полларда 
Пусть f: Zn→Zn — отображение. Выберем х1∈Zn и построим 

последовательность {хi}, хi ∈  Zn, хi+1 = f(хi). Так как Zn — конечное множество, то 
числа хi не могут быть все различны. Поэтому найдутся такие натуральные числа 
h > 0, k > 0, что х1, ···, хh, xh+1, ···, xh+k-1 различны, а хh+k = xh. При дальнейшем 
применении f будут повторяться элементы хh, xh+1, ···, xh+k-1, т.е. 
последовательность {xi} становится периодической с периодом k, начиная с i = h. 
Число h называется индексом вхождения в период. Если h = 1, то 
последовательность называется периодической, если h>1, то — почти 
периодической. 

Почти периодическая последовательность схематически изображается 
точками на кривой, напоминающей букву ρ: 
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Отсюда и название ρ-метода Полларда.  
Предложение 1. Для случайно выбранных отображений f: Zn → Zn и 

начального члена х1∈Zn ожидаемое среднее число итераций до первого 
повторения в последовательности {хi}, хi+1 = f(хi) оценивается как O( n ). 

Набросок доказательства предложения 1 будет дан позднее, а сейчас 
посмотрим, как это наводящее соображение используется в ρ-методе 
Полларда. 

Пусть m — гипотетический делитель числа n, 1<m<n. Из 
последовательности {хi}, хi∈Zn, xi+1 = f(xi), можно построить 
последовательность {х’

i}, х’
i ∈Zm, х’

i ≡xi (mod m). Согласно предложению 1 
требуется порядка m  шагов до появления повторения в 
последовательности {х’

i}. Это значит, что для r порядка m  , для 
некоторого s<r. Из определения  получаем m|x

''
sr xx =

'
ix s - xr, но m делит n, 

следовательно, m делит d = НОД(|xs - xr|, n) и, значит d > 1. Если d ≠ n, то мы 
нашли нетривиальный делитель числа n.  

Так как составное число n имеет делитель 1<m≤ n , то нетривиальный 
делитель может быть обнаружен за количество итераций порядка 

m ≤ 4/1nn = . В этом и состоит идея ρ-метода Полларда. Отметим, что в 
приведенном выше эвристическом обосновании используется лишь 
существование собственного делителя m у составного числа n, такого, что m 
≤ n . 

В качестве функции на кольце Zn естественно выбрать многочлен f(x) 
Z[x]. Однако нужен такой многочлен, который был бы похож на случайную 

функцию не только на Z
∈

n, но и на Zm, m|n. Как показывают вычисления 
многочлены вида x2 + a (a ≠ 0,2) дают достаточно сложные отображения Zn → 
Zn. Эти отображения и берутся в качестве f в ρ-методе Полларда. 

 

Описание алгоритма 
В качестве функции f: Zn → Zn возьмем многочлен x2 + 1. С помощью 

генератора случайных чисел выберем х1 = RANDOM (0, n-1). Согласно 
изложенной выше идее ρ-метода Полларда в процессе вычисления 
последовательности {хi}, xi+1 = f(xi) ∈  Zn нас интересуют повторения x’

i = x’
j в 

Zm для соответствующей последовательности { x }. Эти совпадения 
гарантируют, что d = НОД(|x

'
i

x

i - xj|, n) > 1. Это и будет искомый делитель d 
числа n. Поэтому на каждом шаге j построения последовательности xi 
следовало бы вычислять d = НОД(|xi - xj|, n) для i < j. Чтобы уменьшить 
количество вычислений НОД, вводят переменную у, которой 
последовательно присваиваются значения x1, x2, x4, ···, , ···. После того, как 
у присвоено значение  вычисляются члены последовательности x

r2

jx
2 i, 2j < i ≤ 

2j + 1, и находятся d = НОД(|у - xi|, n). Путь k — период, a h — индекс 
вхождения в период последовательности { x }. Очевидно, мы обнаружили 
повторение, когда 2

'
i

j≥h, 2j≥k, хотя это первое обнаруженное нами совпадение 
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может и не быть первым для последовательности { x }. Далее, каждое х'
i i 

используется один раз, поэтому удобно хранить текущие хi в переменной w. 
Схематически алгоритм можно описать так: 

1 i ← 1 
2 x1 ← RANDOM (0, n-1) 
3 y ← x1 
4 w ← x1 
5 k ← 2 
6 d ← 1 
7 while d = 1 
8  do i ← i + 1  
9  w ← (w2 + 1)(mod n) 
10  d ← НОД(|y - w|, n) 
11  if i = k  then y ← w 
12  k ← 2k 
13  prind d. 

 

Пример 
Путь n = 1273 = 19 · 67, x1 = 2, f(x) = x2 + 1. 
Последовательность xi∈Z1273  
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

0 
1

1 
x 2 5 2

6 
6

77 
5

0 
1

228 
7

53 
5

25 
6

58 
1

45 
6

58 
 
В этой последовательности h = 9, k = 2.  
Значения у: 
i 1 2 4
y 2 5 6

77 
 
Множитель d = 19 обнаруживается на 5-ом шаге: x5 = w = 50, y-w = 677-

50 = 627 = 19·33,  
d = НОД (627, 1273) = 19. 
В соответствующей последовательности { }, '

ix '
ix ∈  Z19 

I 1 2 3 4 5
x

’ 
2 5 7 1

2 
1

2 
 
первое повторение обнаруживается также на 5-м шаге. 
Отметим, что множитель 67 таким способом «не ловится» (найдите 

последовательность . ))67(mod"
ii xx ≡

 

Анализ алгоритма 
Из описания алгоритма следует, что ожидаемое число арифметических 

операций оценивается как O( 42
β

), где β — длина числа n. Так как 
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арифметические операции (и нахождение НОД) над числами длины ≤ β 
требуют O(β2) битовых операций, то ожидаемое количество битовых 

операций (время работы алгоритма) оценивается в среднем как О(β2 4
β

2 ). 
Хотя алгоритм имеет экспоненциальную сложность, это достаточно 
эффективный алгоритм факторизации. 

i

Приведенный схематический алгоритм может быть несколько 
улучшен, если накопить произведение а последовательных l скобок вида (y - 
w)(mod n) и искать НОД(А, n). 

Поскольку оценка времени работы алгоритма носит вероятностный 
характер, не исключена возможность того, что в некоторых конкретных 
случаях он может работать значительно дольше, чем ожидалось. Но это не 
единственный недостаток. Алгоритм может дать ответ d = n, т.е. не найти 
собственного делителя. Например, это может случиться, когда число n = p ·q 
— произведение двух простых чисел, а периоды и индексы вхождения в 
период у последовательностей { x } в Z'

i p , { } в Z"
ix q одинаковы. В этом случае 

рекомендуется заменить функцию f(x) = x2 + 1 на функцию x2 + в, где в≠0,2. 
 

Доказательство предложения 1 
Утверждение предложения 1 имеет вероятностный характер. Как 

обычно, пространство элементарных событий В состоит из объектов, 
выбираемых случайным образом. В предложении 1 случайно выбираются 
функция f: Zn → Zn и начальный член последовательности х1. Таким образом, 
В — это множество пар (f, х1). Всего имеется nn отображений f:Zn→Zn и n 
элементов, которые можно принять за х1∈  Zn. Следовательно, множество В 
всех пар (f, х1) состоит из nn + 1 элементов.  

Пусть { 'x } — последовательность с начальным членом хi 1, 
генерируемая отображением f, т.е. xi + 1 = f(xi), k — период 
последовательности, h — индекс, s = h + k - 1 — число итераций до первого 
повторения, 1 ≤ s, h, k ≤ n. На пространстве В мы имеем случайную величину 
S. В предложении 1 дается оценка математического ожидания случайной 
величины S. 

Найдем вероятность р(h, k) того, что последовательность { x }, 
генерируемая случайной парой (f, x1) имеет индекс h и период k. Для этого 
надо подсчитать количество таких пар. Если (f, x1) — такая пара, то 
начальный отрезок последовательности (x1, x2, ···, xh + k - 1) состоит из 
различных элементов множества Zn. Параметры h и k однозначно 
определяют действие f на множестве (x1, x2, ···, xh + k - 1), на дополнительном 
множестве Zn \ (x1, ···, xh + k- 1) f может действовать произвольно. Таких 
отображений f при фиксированном (x1, ···, xh+k-1) имеется nn - (h + k - 1) = nn - s. 
Количество отрезков (x1, ···, xh+k - 1), состоящих из различных элементов равно 
числу разремещений из n по s = h+k-1 и равно n(n - 1) ···(n - s + 1). 
Следовательно, количество интересующих нас событий (пар(f, x1)) равно nn - s 

n(n - 1) ···(n - s + 1). Отсюда,  

)11()21)(11(1)1()1(),( 1

1

n
s

nnnn
snnnkhp n

sn −
−−−=

+−−
= +

+−

L
L . 

Мы видим, что p (h, k) зависит только от s = h+k-1. Подсчитаем 
математическое ожидание случайной величины S. По определению: 
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Обозначим через Q(n) сумму 

)11()11()21)(11()11(1)11()11()(
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n
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. 
Покажем, что Q(n) = M[s]. 
Очевидно, 
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Следовательно,  
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Предложение 1 следует теперь из асимптотической оценки Кнута: 

)(
2288

1
135

4
212

1
3
1

2
)( 2

3
−++−+−= nO

nnn
nnQ πππ . 

 

Резюме 
Надежность криптографических систем основана на сложности некоторых 

математических задач. Мы рассмотрели проблему дискретного логарифма и 
проблему факторизации целых чисел.Для нахождения больших простых чисел 
нужен генератор случайных чисел и тесты проверки на простоту. 

Известные алгоритмы факторизации натуральных чисел имеют 
экспоненциальную или “почти экспоненциальную” сложность. На этом основана 
надежность системы криптографии RSA. Ρ-эвристический метод Полларда 
нахождения делителя числа n длины β имеет сложность О(β22 β /4). Оценка 
времени работы алгоритма носит статистический характер. 
Контрольные вопросы и упражнения: 

•Что такое криптография?•Расскажите о классических схемах шифрования. 
•В чем состоит проблема дискретного логарифма? 
•Приведите протокол Диффи-Хеллмана открытого обмена ключей. 
•Приведите примеры криптографических задач. 
•Опишите протокол взаимодействия абонентов системы RSA.•Алгоритм 

цифровой подписи. 
•Сжатие информации и хэш-функции. 
•Симметричное и ассимметричное шифрование. 
•Проблема P—NP пpи задачи криптографии.•Числа Кармайкла и их 

свойства. 
•Вероятностный характер алгоритма Миллера-Рабина. 
Написать процедуру GOOD NUMBER и программу алгоритма Миллера-

Рабина на языке Паскаль. 
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Для n=1273=19*67, f(x)=x2+1 по ρ-методу Полларда найти 
последовательность xi’’= xi(mod 67). 

Написать на алгоритмическом языке(Pascal,C++) алгоритм “улучшенного” 
ρ-метода Полларда, в котором накапливается произведение А последовательных l 
скобок вида (y-ω)(mod n), а затем ищется НОД(А, n). 

 
 
 
 

Нижегородский государственный университет им. Н. И. Лобачевского 101 



Coa Компьютерная  алгебра 

 
 
 
 

Нижегородский государственный университет им. Н. И. Лобачевского 102


