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Актуальность темы исследования 

 Дифференциальные уравнения встречаются в 

различных задачах физики, химии, в том числе: 

– моделирование создания новых материалов; 

– исследование свойств нано материалов; 

– исследование процессов теплопроводности, 

 конвекции тепла; 

– … 
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Постановка задачи 

 Рассматривается параболическое уравнение 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜎

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
− 𝑘𝑢 + 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑘 ≥ 0, 𝜎 > 0 

 Отыскиваемая функция 

𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 Область поиска  

𝑡𝜖 0, 𝑇 , 𝑥 ∈ 𝑎, 𝑏 , 𝑦𝜖 𝑐, 𝑑 , 𝑧𝜖[𝑝, 𝑞] 

 Задается  

– 1 начальное условие при t=0 

– 6 граничных условий (x=a, x=b, y=c, y=d, z=p, z=q) 
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Метод решения… 

 Явная разностная схема 

Задается шаг по времени ∆𝑡, координате ℎ𝑥 = ℎ𝑦 = ℎ𝑧 = ℎ 

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛 = 𝑢(𝑡𝑛, 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑘) 

𝑓𝑖,𝑗,𝑘
𝑛 = 𝑓(𝑡𝑛, 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑘) 

Приближения производных: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑡𝑛, 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑘) ≈

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛

∆𝑡
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑡𝑛, 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 , 𝑧𝑘) ≈

𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛

ℎ2
 

Разностное уравнение: 

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛

∆𝑡
= 𝜎

𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛

ℎ2
+⋯ − 𝑘𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑓𝑖,𝑗,𝑘
𝑛  
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Метод решения… 

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 − 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛

∆𝑡
= 𝜎

𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛

ℎ2
+⋯ − 𝑘𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑓𝑖,𝑗,𝑘
𝑛  

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 = 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝜎∆𝑡
𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛

ℎ2
+⋯ − 𝑘∆𝑡 ∙ 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + ∆𝑡 ∙ 𝑓𝑖,𝑗,𝑘
𝑛  

 Сходимость решения 

∆𝑡

ℎ2
≤

1

6𝜎
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Реализация для многоядерных CPU… 

 Последовательная версия 

for (dt=0; dt<T; dt++) 

{ 

 for (dx=0; dx<Nx; dx++) 

 { 

  for (dy=0; dy<Ny; dy++) 

  { 

   for (dz=0; dz<Nz; dz++) 

   { 

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 = 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝜎∆𝑡
𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛

ℎ2
+⋯ − 𝑘∆𝑡 ∙ 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + ∆𝑡 ∙ 𝑓𝑖,𝑗,𝑘
𝑛  

   } 

  } 

 } 

} 
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Реализация для многоядерных CPU… 

 Параллельная версия: 

for (dt=0; dt<T; dt++) 

{ 

#pragma omp parallel for 

 for (dx=0; dx<Nx; dx++) 

 { 

  for (dy=0; dy<Ny; dy++) 

  { 

   for (dz=0; dz<Nz; dz++) 

   { 

𝑢𝑖,𝑗,𝑘
𝑛+1 = 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝜎∆𝑡
𝑢𝑖+1,𝑗,𝑘
𝑛 − 2𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + 𝑢𝑖−1,𝑗,𝑘
𝑛

ℎ2
+⋯ − 𝑘∆𝑡 ∙ 𝑢𝑖,𝑗,𝑘

𝑛 + ∆𝑡 ∙ 𝑓𝑖,𝑗,𝑘
𝑛  

   } 

  } 

 } 

} 
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Реализация для многоядерных CPU 

 Эффективность распараллеливания – 71% 

Intel Xeon CPU L5630, 2 CPU x 4 Cores, 2.13 GHz, 24 GB RAM 
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Потоки 

Ускорение OpenMP 
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Реализация для кластерных систем… 

 Технология MPI 

– Запускается N копий одного приложения (N процессов) 

– Система нумерует их (присваивает ранг ~ id процесса) 

– Обеспечивается обмен данными между процессами – в рамках 

одного компьютера и по локальной сети 

 Разделение вычислений 

– Сетка делится “столбиками” между процессами 

– Обмен только граничными “стенками” для соседних процессов 
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Реализация для кластерных систем 

 Эффективность распараллеливания – 61-72% 
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Узлы 

Ускорение OpenMP+MPI 

400x400x400

600x600x600

Intel Xeon CPU L5630, 2 CPU x 4 Cores, 2.13 GHz, 24 GB RAM 
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Реализация для Intel Xeon Phi 

 Основные преимущества перед 

обычным CPU: 
- 61 ядро с архитектурой x86; 

- 244 потока, по 4 на ядро; 

- Пиковая производительность > 1 

терафлопс на числах двойной 

точности; 

- Размер SIMD регистра 512 бит. 

 Недостатки перед обычном CPU: 
- Упрощённые x86 ядра; 

- Частота ядра ~1,1 GHz (~1,3 GHz 

Turbo Boost). 
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Потоки 

Первоначальная 

Реализация для Intel Xeon Phi 

 Прямой перенос на Intel Xeon Phi (общее замедление в 3 раза) 

1 2 4 8 16 32 60 120 240
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Потоки 

Первоначальная Распределенная 

Реализация для Intel Xeon Phi 

 Улучшенная балансировка нагрузки между потоками (ускорение 

на Xeon Phi – 18%, общее замедление в 2,4 раза) 
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Потоки 

Первоначальная Распределенная Векторизация 

Реализация для Intel Xeon Phi 

 Векторизация распараллеливаемого цикла (ускорение на Xeon Phi 

в 7,4 раз, общее ускорение в 3 раз) 



Решение дифференциальных уравнений параболического типа с 

применением вычислителей с параллельной архитектурой 

 

02.03.2014 15  

1

10

100

1000

10000

1 2 4 8 16 32

В
р

е
м

я
, 
с
е

к 

Потоки 

Первоначальная Распределенная Векторизация Без деления 

Реализация для Intel Xeon Phi 

 Замена деления на умножение в расчетном цикле (ускорение на 

Xeon Phi – 13%, общее ускорение в 3,3 раз) 

1 2 4 8 16 32 60 120 240
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Потоки 
Первоначальная Распределенная Векторизация 
Без деления Два цикла 

Реализация для Intel Xeon Phi 

 Два цикла: внешний распараллеливается, внутренний 

векторизуется (ускорение на Xeon Phi – 44%, общее ускорение в 3,8 

раз) 

1 2 4 8 16 32 60 120 240
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Первоначальная Распределенная Векторизация 

Без деления Два цикла Блочная 

Реализация для Intel Xeon Phi 

 Блочная версия (замедление на Xeon Phi – 183%, общее 

ускорение в 1,25 раз) 
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Реализация для Intel Xeon Phi 

 Финальное ускорение (до 3 раз): 
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Размер сетки 

2 x CPU (Xeon E5-2690, 8 cores) vs MIC (Xeon Phi 7110X) 
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Реализация для GPU… 
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Реализация для GPU 

2 x Intel Xeon CPU L5630 (4 cores), 24 GB RAM, NVidia Tesla M2070 

Размер сетки 
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Выводы 

 Эффективность распараллеливания многоядерном CPU ~ 70% 

 Эффективность распараллеливания на кластерных системах ~ 

70%  

 Ускорение (Intel Xeon Phi) vs (2 x 8 core CPU) = 3 раза 

 Ускорение (NVidia Tesla GPU) vs (2 x 4 core CPU) = 3 раза 

 Ускорение (Intel Xeon Phi) vs (NVidia Tesla GPU) ~ 2 раза 
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Спасибо за внимание 

Вопросы? 


