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ОбозначенияZ кольцо целых чиселQ поле рациональных чиселR поле вещественных чиселPn множество n-мерных арифметических векторов

с компонентами из P (рассматриваемых как строки

или как столбцы)

rankA ранг матрицы A
detA определитель матрицы AA> матрица, транспонированная к матрице Ab�c целая часть числа �: наибольшее целое,

не превосходящее �d�e наименьшее целое, не меньшее �f�g дробная часть числа �: f�g = �� b�c
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Предисловие

Настоящий учебник является коренной переработкой учебных посо-

бий [7, 10, 12], вышедших в свет более 25 лет назад. Он основан на кур-

се лекций по дисциплине «Линейное программирование» и, частично, —

специальном курсе «Дискретная оптимизация», читаемых для студентов

факультета ВМК по специальности «Прикладная математика и информа-

тика».

Учебник включает изложение симплекс-метода, теории двойственно-

сти, алгоритмов решения транспортной задачи и методов решения за-

дач целочисленного линейного программирования. Основные результаты

теории двойственности выводятся из свойств симплекс-таблиц.

Приводимые в учебнике алгоритмы иллюстрируются многочислен-

ными примерами. Упражнения, вкрапленные в основной текст, дополня-

ют теоретический материал. Задачи, списком которых завершается каж-

дая глава, предназначены для закрепления основного материала.

В конце книги приведен список литературы. Авторы ни в коей мере

не претендуют на его полноту. Подробную библиографию см. в [1, 4, 6,

9]. Для ознакомления с историей развития и современным состоянием

линейного программирования мы рекомендуем обзор [11].

Авторы благодарят своих коллег С.И. Веселова, А.Ю. Чиркова, В.А. Та-

ланова и М.М. Шульца за полезные обсуждения. Мы также выражаем

признательность С.В. Сидорову, указавшему на многие опечатки и неточ-

ности в первоначальных вариантах рукописи. Мы особенно благодарны

редактору издательства Л.А. Гасиловой, выполнившей огромную работу

по улучшению изложения.
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Глава 1

Основные определения,

идеи, примеры задач

1.1. Задача математического программирования

До XIX века основным поставщиком прикладных задач для мате-

матики были астрономия, механика, физика, а основной и весьма плодо-

творной идеей — идея непрерывности, приведшая к становлению мощно-

го аппарата интегрально-дифференциального исчисления. Развитие эко-

номики привело к возможности рассмотрения количественных законо-

мерностей и в рамках этой науки; с появлением экономических моделей

Ф. Кенэ1 (1758 г.), К. Маркса2, Л. Вальраса3 и др. по существу началась

математическая экономика.

В 1939 г. вышла в свет монография Л. В. Канторовича4 «Математи-

ческие методы организации и планирования производства», где выяв-

лен широкий класс производственно-экономических оптимизационных

задач, допускающих строгое математическое описание. Идеи, содержа-

щиеся в этой книге, были затем им развиты и привели к созданию линей-

ного программирования. Начиная с 1942 г., исследования по линейному,

1Франсуа Кенэ (1694–1774) — французский экономист.
2Карл Маркс (1818–1883) — немецкий экономист и философ.
3Леон Вальрас (1834–1910) — французский экономист.
4Леонид Витальевич Канторович (1912–1986) — советский математик и экономист; ака-

демик АН СССР (1964); лауреат Государственной премии СССР (1949), Ленинской премии

(1965), Нобелевской премии (1975, с формулировкой «за вклад в теорию оптимального ис-

пользования ресурсов», совместно с Т. Купмансом). Основные труды по функциональному

анализу, вычислительной математике и экономике.

8



1.1. Задача математического программирования 9

а позже и нелинейному программированию активно ведутся и в США

(Дж. Данциг5, Т. Купманс6, Дж. фон Нейман7 и др.).

Таким образом, в середине XX века выкристаллизовались оптимиза-

ционные задачи двух типов: максимизации прибыли при ограниченных

ресурсах и минимизации расходов для осуществления заданного ком-

плекса работ. Рассмотрим подробнее первую из них. Пусть на предприя-

тии изготавливаются n видов продукции. Обозначим объемы ее выпуска

через x1; x2; : : : ; xn соответственно. Таким образом, план работы пред-

приятия можно охарактеризовать вектором x = (x1; : : : ; xn)>. По x од-

нозначно находится вектор y = F (x), описывающий затраты ресурсов, и

число f (x), соответствующее прибыли. Возможно, что на x нужно нало-

жить еще ограничения технологического характера, которые могут при-

нимать вид равенств, неравенств или описываться более сложно. Требу-

ется определить план выпуска продукции, при котором ограничения на

ресурсы выполнены, а прибыль f (x) максимальна.

Рассмотрим пространство Rn, элементы которого будем называть

векторами, или точками. Пусть M — множество точек, называемое до-

пустимым множеством. Произвольный вектор x из M называется до-

пустимым вектором или планом. Пусть f : Rn ! R. Функция f (x)

называется целевой. Вектор ex 2 M назовем оптимальным, или точкой

(глобального) максимума, если f (ex) � f (x) для всякого x из M .

Задача математического программирования, или задача оптимиза-

ции, состоит в решении следующих подзадач:

1) проверить, существует ли x 2M ;

2) выяснить, существует ли оптимальный вектор ex;

3) найти какой-нибудь оптимальный вектор ex и вычислить f (ex).

Для сокращенного обозначения задачи математического программи-

рования введем запись

maxx2M f (x): (1)

5Джордж Бернард Данциг (род. 1914) — американский математик.
6Тьяллинг Чарлз Купманс (1910–1985) — американский экономист голландского проис-

хождения; лауреат Нобелевской премии (1975, совместно с Л. В. Канторовичем).
7Джон фон Нейман (1903–1957) — математик, один из основателей кибернетики; родил-

ся в Венгрии, жил и работал в Германии и США.



10 Глава 1. Основные определения, идеи, примеры задач

Задачу (1) называют также задачей максимизации функции f (x) на мно-

жестве M (или при ограничениях x 2M ).

Наряду с задачей (1) на максимум рассматривают задачу на минимум:

minx2M f (x): (2)

В этом случае вектор ex 2M называется оптимальным, или точкой (гло-

бального) минимума, если f (ex) � f (x) для всякого x из M . Заметим,

что задача минимизации функции f (x) сводится к задаче максимизации

функции g(x) = �f (x).

Если M = /0, то задача математического программирования называет-

ся несовместной. В этом случае также говорят, что несовместны условия

этой задачи.

По-видимому, общего алгоритма, решающего задачу математическо-

го программирования, не существует. С другой стороны, имеется много

важных приложений, приводящих к классам задач вида (2), в которых M
и f (x) удовлетворяют каким-то дополнительным предположениям. Рас-

смотрим некоторые из этих классов.

1.2. Задача выпуклого программирования

Определение 1.1. Пусть p1; p2; : : : ; ps — точки, �i — некоторые числа,

такие, что
s
∑i=1

�i = 1, �i � 0 (i = 1; 2; : : : ; s). Выпуклой комбинацией точекp1; p2; : : : ; ps называется точкаp =
s
∑i=1

�ipi:
Определение 1.2. Выпуклой оболочкой ConvM множества точек M
называется множество всех их выпуклых комбинаций. В частности, для

конечного множества M = fp1; p2; : : : ; psg
Convfp1; p2; : : : ; psg =

(p =
s
∑i=1

�ipi :
s
∑i=1

�i = 1; �i � 0 (i = 1; 2; : : : ; s)) :
Определение 1.3. Выпуклая оболочка двух точек y и z называется от-

резком и обозначается [y; z]. Итак, [y; z] = f� � y + (1� �) � z : 0 � � � 1g.



1.2. Задача выпуклого программирования 11

Определение 1.4. Множество M называется выпуклым, если для лю-

бых двух точек y и z из M справедливо [y; z] �M .

На рис. 1.1a изображено выпуклое множество, а на рис. 1.1b — невы-

пуклое. y zb

b

a)

y zb b

b)

Рис. 1.1

Упражнение 1.5. Докажите, что выпуклая оболочка является минималь-

ным по включению выпуклым множеством, содержащим заданное мно-

жество точек. Для этого докажите, что 1) ConvM — выпуклое множе-

ство, 2) для любого выпуклого P , содержащегоM , справедливо ConvM �P . Это иллюстрируется рис. 1.2.

b

b
b

b

b

b

b

b

b
b

b

b

b

b

Рис. 1.2

Рассмотрим примеры выпуклых множеств.

Определение 1.6. Пусть a = (a1; a2; : : : ; an) 6= 0. Замкнутым полупро-

странством называется множествоH(a; a0) =

(x = (x1; x2; : : : ; xn)> :
n
∑i=1

aixi � a0

) :
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Утверждение 1.7. Замкнутое полупространство выпукло.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть y = (y1; y2; : : : ; yn)> и z = (z1; z2; : : : ; zn)>
— две точки замкнутого полупространства S(a; a0). Докажем, что точка�z + (1 � �)y, где 0 � � � 1, также принадлежит S(a; a0). Для этого

убедимся в справедливости неравенстваn
∑i=1

ai(� � zi + (1� �) � yi) � a0: (3)

По определению для точек y и z выполняются неравенстваn
∑i=1

aizi � a0 и
n
∑i=1

aiyi � a0:
Умножая эти неравенства соответственно на неотрицательные числа � и

(1� �), а затем складывая, получим (3).

Определение 1.8. Шаром размерности n радиуса r называется множе-

ство Bn(r) =

(x = (x1; x2; : : : ; xn)> :
n
∑i=1

x2i � r2

) :
Утверждение 1.9. Шар является выпуклым множеством.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть y = (y1; y2; : : : ; yn)> и z = (z1; z2; : : : ; zn)> —

точки из Bn(r). Покажем, что точка� � z + (1� �) � y = (�z1 + (1� �)y1; : : : ; �zn + (1� �)yn);
где 0 � � � 1, принадлежит Bn(r). Проделаем преобразования:n

∑i=1

(�zi + (1� �)yi)2 = �2
n
∑i=1

z2i + 2�(1� �)
n
∑i=1

yizi + (1� �)2
n
∑i=1

y2i :
Согласно неравенству Коши–Буняковского имеем:n

∑i=1

yizi �s n
∑i=1

y2i �s n
∑i=1

z2i :
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Заменяя во всех выраженияхn
∑i=1

y2i и
n
∑i=1

z2i
на r2, получаем неравенствоn

∑i=1

(�zi + (1� �)yi)2 � (�2 + 2�(1� �) + (1� �)2)r2 = r2;
что и требовалось.

Утверждение 1.10. Пересечение выпуклых множеств выпукло.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть fMi : i 2 Ig — система (возможно, бесконеч-

ная) выпуклых множеств и M =
\i2IMi:

Пусть y и z — точки из M и � — некоторое число, 0 � � � 1. Поскольку

для каждого i справедливо включение M � Mi, то точки y и z принад-

лежат Mi. Так как Mi — выпуклое множество, то точка (1� �) � y + � � z
принадлежит Mi, а значит, и пересечению M .

Определение 1.11. Полиэдром, или многогранным множеством, на-

зывается множество решений (x1; x2; : : : ; xn)> системы линейных нера-

венств 8>><>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn � b1;a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn � b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn � bm:

Из определения получаем, что полиэдр есть пересечение конечно-

го числа замкнутых полупространств. Выпуклость полиэдра следует из

утверждений 1.7 и 1.10.

Определение 1.12. Функция f (x) называется выпуклой на выпуклом

множестве M , если для любых двух точек x и y из M и любого числа �
такого, что 0 � � � 1, выполняется неравенствоf (�x + (1� �)y) � �f (x) + (1� �)f (y): (4)
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Функция f (x) называется вогнутой на выпуклом множестве M , если для

любых двух точек x и y из M и любого числа � такого, что 0 � � � 1,

выполняется неравенствоf (�x + (1� �)y) � �f (x) + (1� �)f (y): (5)

Очевидно, функция f (x) является вогнутой тогда и только тогда, ко-

гда g(x) = �f (x) выпукла.

Геометрически неравенство (5) означает, что дуга графика выпуклой

функции не должна быть расположена выше стягивающей хорды (см.

рис. 1.3).

| |M
b

b

b bx yb

b

b

�x + (1� �)y
b�f (x) + (1� �)f (y)

bf ��x + (1� �)y�
Рис. 1.3

Лемма 1.13. Если f (x) выпукла на M , pi 2 M , �i � 0 (i = 1; : : : ; s) иs
∑i=1

�i = 1, то f  s
∑i=1

�ipi! � s
∑i=1

�if (pi):
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Индукция по s.

Заметим, что если функция f (x) — выпуклая на выпуклом множе-

стве M , то множество fx 2M : f (x) � �g также выпукло. В частности,
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выпуклость полупространства H(a; a0) следует из выпуклости линейной

функции f (x) =
n
∑i=1

aixi;
а выпуклость шара Bn(r) вытекает из выпуклости функцииf (x) =

n
∑i=1

x2i :
Определение 1.14. Задача минимизации выпуклой функции на выпук-

лом множестве и задача максимизации вогнутой функции на выпуклом

множестве называются задачами выпуклого программирования.

Итак, задача выпуклого программирования является частным случа-

ем задачи математического программирования (1), когда M — выпуклое

множество, а функция f (x) вогнута на M . Также задача выпуклого про-

граммирования является частным случаем задачи (2), когда M — выпук-

лое множество, а функция f (x) выпукла на M .

Важным свойством задачи выпуклого программирования является

совпадение локального и глобального минимумов.

Определение 1.15. Точка ex из M называется локальным минимумом

функции f (x) на M , если существует такое " > 0, что для любого y изM , удовлетворяющего неравенству jy�exj < ", выполняется неравенствоf (ex) � f (y).

Другими словами, точка ex является точкой локального минимума, ес-

ли найдется такая "-окрестность точки ex, что значение функции f (x) в

любой точке этой окрестности не меньше f (ex).

Аналогично вводится понятие точки локального максимума.

Теорема 1.16. Всякий локальный минимум в задаче выпуклого програм-

мирования на минимум является оптимальным вектором.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ex — локальный минимум выпуклой на M
функции f (x) и вопреки доказываемому утверждению существует bx 2M такой, что f (bx) < f (ex). По определению выпуклой функции, при

0 < � � 1 выполняются неравенстваf (�bx + (1� �)ex) � �f (bx) + (1� �)f (ex) < f (ex):
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Однако это противоречит локальной минимальности ex. Действительно,

для любого " > 0 точка z = �bx + (1� �)ex, где� = min

�
1

2
; "

2jbx� exj� ;
принадлежит как M (в силу выпуклости), так и "-окрестности точки ex
(так как jz � exj = �jbx� exj < ").

Таким образом, чтобы определить, достигает ли выпуклая на выпук-

лом множестве M функция f (x) минимума в точке ex, достаточно рас-

смотреть поведение f (x) вблизи ex; если ex — неоптимальный вектор, то

найдется отрезок (направление), двигаясь по которому можно получить

новый допустимый вектор с меньшим, чем в ex, значением f (x). Методы,

основанные на этой идее, называются градиентными.

Не так обстоит дело, если речь идет о максимизации выпуклой на

выпуклом множестве M функции f (x).

Определение 1.17. Задача максимизации выпуклой функции на вы-

пуклом множестве и задача минимизации вогнутой функции на выпук-

лом множестве называются задачами вогнутого программирования.

В таких задачах для нахождения оптимального вектора, вообще го-

воря (как правило, так оно и бывает), необходимо перебрать все ло-

кальные максимумы. Если в рассматриваемом случае M задано в видеM = Conv fp1; : : : ; psg, то имеет место следующая теорема.

Теорема 1.18. Если M = Conv fp1; : : : ; psg и f (x) — выпуклая на M
функция, то среди векторов p1; : : : ; ps есть оптимальный вектор задачи

(1).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть k такое число, чтоf (pk) = max ff (pi) : i = 1; : : : ; sg :
Тогда для любого p 2 Conv fp1; : : : ; psg имеет местоf (x) = f  s

∑i=1

�ipi! � s
∑i=1

�if (pi) � f (pk);
т. е. pk — оптимальный вектор задачи (1).
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Разумеется, теорема 1.18 сводит дело к конечному перебору, одна-

ко число s в практически важных задачах настолько велико, что осу-

ществить этот перебор не под силу и компьютеру. С другой стороны,

известные из математического анализа условия выделяют точки, «подо-

зрительные» на локальный экстремум, лишь внутри области и, следова-

тельно, здесь не работают.

Пусть теперь M = Convfp1; : : : ; psg, а f (x) — линейная функция. В

этом случае применимы и теорема 1.16 и теорема 1.18, и полный пере-

бор векторов p1; : : : ; ps можно попытаться заменить их упорядоченным

перебором. Симплекс-метод, рассматриваемый ниже, является конкрети-

зацией этой идеи.

1.3. Задача линейного программирования

Определение 1.19. Задача минимизации или максимизации линейной

функции на полиэдре M называется задачей линейного программирова-

ния (ЗЛП).

Согласно определению, ЗЛП может быть записана в виде

max(c1x1 + c2x2 + : : : + cnxn)8<:ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn � bi (i = 1; : : : ; k);ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn � bi (i = k + 1; : : : ; k + s);ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn = bi (i = k + s + 1; : : : ;m); (6)

где величины cj , aij , bi (j = 1; 2; : : : ; n; i = 1; 2; : : : ;m) являются эле-

ментами некоторого подполя F поля вещественных чисел R. Умножив

неравенства с (k+1)-го по (k+s)-е на �1 и переименовав коэффициенты,

представим ЗЛП (6) в виде:

max(c1x1 + c2x2 + : : : + cnxn)�ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn � bi (i = 1; : : : ; k + s);ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn = bi (i = k + s + 1; : : : ;m): (7)

Если вместо задачи на максимум в (6) рассматривается задача на мини-

мум, то форму (7) легко получить умножением целевой функции на �1

и переименованием коэффициентов.
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ЗЛП в форме (7) называется общей. Кроме общей формы ЗЛП выде-

ляют также стандартную и каноническую формы. ЗЛП вида

max(c1x1 + c2x2 + : : : + cnxn)8>>>>><>>>>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn � b1;a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn � b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn � bm;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n)

(8)

называется стандартной, а ЗЛП вида

max(c1x1 + c2x2 + : : : + cnxn)8>>>>><>>>>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1;a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn = bm;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n)

(9)

называется канонической.

Пусть A = (aij) — матрица m�n, b = (b1; : : : ; bm)> — вектор-столбец,c = (c1; : : : ; cn) — вектор-строка. Если a = (a1; : : : ; am) и b = (b1; : : : ; bm),

то под неравенством a � b будем понимать m неравенств ai � bi (i =

1; : : : ;m).

Используя матричные операции, запишем стандартную и канониче-

скую ЗЛП в матричном виде:

max cx� Ax � b;x � 0; max cx� Ax = b;x � 0

соответственно. Для аналогичного представления общей ЗЛП понадо-

бится блочное представление:A =

� A0A00 � ; b =

� b0b00 � ;
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где A0 и b0 состоят из первых s строк матрицы A и первых s компонент

вектора b, а A00 и b00 — из остальных строк матрицы A и остальных

компонент вектора b соответственно. Общая ЗЛП примет вид:

max cx� A0x � b0;A00x = b00:
Все введенные формы ЗЛП эквивалентны в том смысле, что каждую

из них можно преобразовать к любой другой. Оставшаяся часть данного

раздела посвящена доказательству этого факта.

Покажем, как привести общую ЗЛП к стандартной. Для этого каждое

уравнение ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn = bi из (7) заменим двумя неравен-

ствами ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn � bi;�ai1x1 � ai2x2 � : : : � ainxn � �bi;
положимuj = max f0; xjg ; vj = max f0;�xjg (j = 1; 2; : : : ; n) (10)

и потребуем выполнения неравенств uj � 0, vj � 0. Очевидно, чтоxj = uj�vj , поэтому общая задача линейного программирования в новых

переменных будет иметь вид стандартной ЗЛП:

max(c1(u1 � v1) + c2(u2 � v2) + : : : + cn(un � vn))8>><>>:ai1(u1 � v1) + : : : + ain(un � vn) � bi (i = 1; : : : ; k + s);ai1(u1 � v1) + : : : + ain(un � vn) � bi (i = k + s + 1; : : : ;m);ai1(v1 � u1) + : : : + ain(vn � un) � �bi (i = k + s + 1; : : : ;m);uj � 0; vj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n);
(11)

или в матричном виде:

max(cu� cv)8>><>>: A0 u � A0 v � b0;A00 u � A00 v � b00;�A00 u + A00 v � �b00;u � 0; v � 0;
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где u = (u1; u2; : : : ; un)>, v = (v1; v2; : : : ; vn)>.

Если общая задача линейного программирования имеет оптимальный

вектор x, то стандартная ЗЛП (11) тоже имеет оптимальный вектор, ко-

торый можно найти по формулам (10). С другой стороны, по оптималь-

ному вектору (u; v) стандартной ЗЛП (11) можно найти оптимальный

вектор x = u� v общей ЗЛП. Очевидно, что значения целевых функций

на соответствующих векторах равны. Таким образом, общая задача ли-

нейного программирования (7) сводится к стандартной задаче линейного

программирования (11).

Приведем стандартную ЗЛП (8) к каноническому виду. Для этого вве-

дем новые неизвестные yi (i = 1; 2 : : : ;m), называемые слабыми перемен-

ными, или невязками. Рассмотрим каноническую ЗЛП

max(c1x1 + c2x2 + : : : + cnxn)8>>>>><>>>>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn + y1 = b1;a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn + y2 = b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn + ym = bm;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n); yi � 0 (i = 1; 2; : : : ;m); (12)

или в матричном виде:

max cx8<: Ax + y = b;x � 0;y � 0;
где y = (y1; y2; : : : ; ym)>. Легко видеть, что между оптимальными век-

торами x стандартной ЗЛП (8) и оптимальными векторами (x; y) кано-

нической ЗЛП (12) существует взаимно однозначное соответствие x $
(x; b�Ax). Таким образом, стандартная ЗЛП сводится к канонической.

Так как каноническая ЗЛП является частным случаем общей задачи

линейного программирования, то эквивалентность всех форм ЗЛП уста-

новлена.
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1.4. Основная идея симплекс-метода

Попробуем показать, как из теорем 1.16 и 1.18 можно получить алго-

ритм решения ЗЛП. Более формальное изложение этого алгоритма, но-

сящего название симплекс-метод, находится в последующих разделах.

Рассмотрим стандартную ЗЛП (8). Если b � 0, то x = 0 — допустимый

вектор. Если при этом c � 0, то для любого допустимого вектора спра-

ведливо cx � 0, следовательно, нулевой вектор является оптимальным.

Если найдется такое s, при котором cs > 0, то попытаемся увеличить xs,
не меняя при этом других координат и сохраняя условие допустимости

(ср. с теоремой 1.16). Ясно, что если для всех i 2 f1; 2; : : : ;mg выпол-

нено неравенство ais � 0, то величину xs можно увеличивать неогра-

ниченно и, следовательно, целевая функция на множестве допустимых

векторов не ограничена сверху. Если же найдется такое i, при которомais > 0, то неравенство n
∑j=1

aijxj � bi (13)

ограничивает рост xs величиной bi=ais. Положим� =
brars = min

� biaij : aij > 0; i = 1; 2; : : : ;m� :
Если � > 0, то получим новый допустимый вектор �es, где es — век-

тор, у которого все компоненты равны 0, кроме s-й, равной 1. Значение

линейной формы на векторе �es равно �cs > 0. Можно проверить8, что

замена переменной xs на переменнуюyr = br � n
∑j=1

arjxj
приведет к стандартной задаче с неотрицательной правой частью, и про-

цесс можно повторить. Указанную замену переменных можно выполнить

и при � = 0 (так и делается), однако при этом «новый» допустимый век-

тор равен «старому».

Заметим, что существуют примеры, показывающие, что условие c �
0 не является необходимым (но, разумеется, является достаточным) усло-

вием оптимальности точки x = 0 (см. задачу 1.13).

8Формально это будет вытекать из результатов раздела 2.2.
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Термин «симплекс-метод» был предложен Т.С. Моцкиным9 и Дж. Дан-

цигом. Поясним происхождение этого термина.

Определение 1.20. Пусть p0; p1; : : : ; pt — точки в Rn, такие, что век-

торы q1 = p1 � p0; q2 = p2 � p0; : : : ; qt = pt � p0 линейно независимы.

Множество Convfp0; p1; : : : ; ptg называется t-мерным симплексом.

Упражнение 1.21. Доказать, что n-мерный симплекс можно описать

как множество решений системы, состоящей из n + 1 линейного нера-

венства. Указание: доказать, что если p0 = 0, то система имеет видa1x1 + : : : + anxn � b, xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n), иначе перейти к систе-

ме координат с началом в точке p0 и базисом q1; : : : ; qn.

Приписав к неравенствам xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n) ограничение (13)

получим систему неравенств, определяющую (в случае ограниченности

полученного множества) n-мерный симплекс. Таким образом, симплекс-

метод можно описать как движение от одного симплекса к соседнему.

1.5. Примеры задач линейного программирования

1.5.1. Задача максимизации прибыли

Пусть имеется m видов ресурсов в количестве b1; b2; : : : ; bm, которые

могут быть использованы при производстве n видов изделий. Известны

числа aij (i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n), характеризующие количество i-го
ресурса, необходимого для производства единицы j-го изделия. Кроме

этого, известна стоимость cj единицы j-го изделия. Необходимо найти

план выпуска изделий, макcимизирующий прибыль от продажи всех из-

делий.

Обозначив через xj количество j-го изделия, получим ЗЛП:

max
n
∑j=1

cjxj8<: n
∑j=1

aijxj � bi (i = 1; : : : ;m);xj � 0 (j = 1; : : : ; n):
9Теодор Самуэль Моцкин (1908–1970) — математик. Родился в Германии, жил и работал

в Германии, Израиле и США.
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Заметим, что если j-е изделие неделимо, то на xj должно быть наложено

требование целочисленности. Полученная задача, называемая задачей с

неделимостями, является задачей (частичного) целочисленного линейно-

го программирования (см. главу 5).

1.5.2. Задача о «смесях»

Имеется n компонентов, при сочетании которых в различных пропор-

циях образуются различные смеси. В состав каждого компонента входятm веществ. Пусть aij означает количество i-го вещества (i = 1; : : : ;m),

которое входит в состав единицы j-го компонента (j = 1; : : : ; n). Заданы

числа cj (j = 1; : : : ; n), характеризующие цену единицы j-го компонен-

та, и числа bi (i = 1; : : : ;m), указывающие минимально необходимое

содержание i-го вещества в смеси. Требуется определить состав смеси

минимальной стоимости.

Пусть числа xj � 0 (j = 1; : : : ; n) характеризуют количество j-го
компонента в смеси. Тогда задача принимает следующий вид. Требуется

минимизировать функцию, характеризующую общую стоимость:

min
n
∑j=1

cjxj ;
при условиях обязательного минимального содержания каждого веще-

ства: n
∑j=1

aijxj � bi (i = 1; : : : ;m):
По-видимому, одной из первых практических задач такого рода бы-

ла задача составления диеты, поставленная в 1945 г. Дж. Стиглером10

и решенная под его руководством в Национальном бюро стандартов

США. Рассматриваемая система имела параметры m = 9, n = 77 (см.

[4, с. 521–527]).

Пример 1.22. (Ирландский парадокс.) Р. Гиффен11 обратил внимание

на то, что во время голода в Ирландии в середине XIX века при росте

10Джордж Стиглер (1911–1991) — американский математик и экономист. Лауреат Нобе-

левской премии по экономике (1982).
11Роберт Гиффен (1837–1910) — английский статистик и экономист.
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цен на картофель спрос на него существенно увеличился. Это противоре-

чит классическому закону спроса: при росте цены объем приобретаемого

товара уменьшается. Увеличение спроса на товар при увеличении цены

на него в экономической литературе носит название эффект Гиффена.

Попробуем дать объяснение этому «парадоксу».

Предположим, что основу питания ирландцев составляли картофель

и мясо12. Пусть пищевая ценность 1 кг картофеля составляет 2 единицы,

а пищевая ценность 1 кг мяса — 5 единиц, при этом общая питатель-

ная ценность пищи, потребляемой человеком за неделю, не должна быть

меньше 20 единиц. Рыночная цена 1 кг картофеля — 1 ирландский фунт,

1 кг мяса — 5 ирландских фунтов. В среднем ирландец не мог тратить на

питание более 15 ирландских фунтов. Определим рацион питания, при

котором потребление мяса достигает максимума.

Обозначим через x1 количество потребляемого за неделю картофе-

ля, а через x2 — количество потребляемого за неделю мяса. Получаем

следующую ЗЛП:

maxx28<: 2x1 + 5x2 � 20;x1 + 5x2 � 15;x1 � 0; x2 � 0:
Решим ее графически (см. рис. 1.4).x2

x1

b

0 5 10 15

1

2

3

4 ex2x
1 + 5x

2 = 20 x1 + 5x2 = 15

Рис. 1.4

Допустимая область представляет собой треугольник. Оптимум до-

стигается в точке ex = (5; 2)>.

12Приведенные далее числа условны.
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Пусть цены на картофель увеличились на 25 %. Соответствующая

ЗЛП имеет вид:
maxx28<: 2x1 + 5x2 � 20;

5=4x1 + 5x2 � 15;x1 � 0; x2 � 0:
Также решим ее графически (см. рис. 1.5). Теперь оптимум достигается

в точке ex = (20=3 ; 4=3 )>. Как видим, потребление мяса уменьшилось.x2

x1

b

0 20=3 10 12 15

4=334 ex2x
1 + 5x

2 = 20
5=4 x1 + 5x2 = 15

Рис. 1.5

1.6. Задачи

1.1. Выпукло ли множество точек (x1; x2)
> 2 R2, для которых x1 � 0

или x2 � 0?

1.2. Аффинной комбинацией точек p1; p2; : : : ; ps называется точкаp =
s
∑i=1

�ipi; где
s
∑i=1

�i = 1:
Аффинной оболочкой AffM множества точек M называется мно-

жество всех их аффинных комбинаций. Доказать выпуклость мно-

жества AffM .

1.3. Конической, или неотрицательной, комбинацией заданных векто-

ров p1; p2; : : : ; ps называется векторp =
s
∑i=1

�ipi; где �i � 0 (i = 1; 2; : : : ; s):



26 Глава 1. Основные определения, идеи, примеры задач

Конической оболочкой ConeM множества векторов M называется

множество всех их неотрицательных комбинаций. Доказать выпук-

лость множества ConeM .

1.4. Дать геометрическую интерпретацию множествам AffM , ConeM ,

ConvM , если M = fp1; : : : ; psg, pi 2 Rn (i = 1; : : : ; s) и 1 � s � 4,

1 � n � 3.

1.5. Пусть A — квадратная невырожденная (n�n)-матрица, q — вектор-

столбец высоты n. Отображение, ставящее в соответствие каждому

вектору x из Rn вектор Ax + q, называется аффинным преобразо-

ванием пространства Rn. Доказать, что при аффинном преобра-

зовании выпуклое множество переходит в выпуклое множество.

Обобщить на случай прямоугольной матрицы A.

1.6. Пусть Y и Z — множества точек. Их суммой называется множествоY + Z = fx : x = y + z; y 2 Y; z 2 Zg :
Доказать, что сумма выпуклых множеств есть выпуклое множе-

ство.

1.7. Пусть D — симметричная положительно определенная матрица.

Доказать выпуклость эллипсоида
�x : x>Dx � 1

	
. Указание: ис-

пользовать задачу 1.5 и утверждение 1.9.

1.8. Доказать, что сумма выпуклых функций — выпукла. Верно ли это

для произведения выпуклых функций?

1.9. Пусть f (x) — выпуклая функция. Выпукла ли функция jf (x)j?
1.10. Пусть f (x) — выпуклая функция. Является ли выпуклым множе-

ство fx : f (x) � �g?
1.11. Пусть f (x) и g(x) — выпуклые функции. Можно ли утверждать, что

функции min ff (x); g(x)g и max ff (x); g(x)g выпуклы?

1.12. Доказать, что множество всех оптимальных точек задачи выпукло-

го программирования выпукло.
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1.13. Показать оптимальность точки (0; 0)> для задачи:

max(x1 � x2)8<: x1 � x2 � 0;
0 � x2 � 1;x1 � 0:

1.14. Решить ЗЛП
max(c1x1 + : : : + cnxn)� a1x1 + : : : + anxn � b;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n);

где cj > 0; aj > 0 (j = 1; 2; : : : ; n); b > 0: (14)

Сколько арифметических операций достаточно выполнить для на-

хождения оптимального вектора? Что изменится, если входные дан-

ные не удовлетворяют условиям (14)?

1.15. В условиях примера 1.22 правительство решило компенсировать

повышение цены на картофель путем надбавок к зарплате, пособий

и т. п. Пусть в результате этой компенсации ирландец на питание

в среднем может тратить 16 ирландских фунтов. Покажите, что и

при этом потребление картофеля увеличится.



Глава 2

Симплекс-метод

2.1. Числовой пример

Пример 2.1. Рассмотрим ЗЛП

max(2x1 + x2)8>><>>: 3x1 + 4x2 + x3 = 32;
3x1 + x2 + x4 = 17;x1 + x5 = 5;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; 5): (15)

Для ее решения введем новую переменнуюx0 = 2x1 + x2:
Задача теперь заключается в максимизации линейной функции x0 при

ограничениях 8>><>>:x0 � 2x1 � x2 = 0;
3x1 + 4x2 + x3 = 32;
3x1 + x2 + x4 = 17;x1 + x5 = 5; (16)

и требованиях неотрицательности:xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; 5): (17)

28
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Роль переменной, помещенной в рамку, будет ясна в дальнейшем.

В системе линейных уравнений (16) уже выделены базисные (связан-

ные) переменные x0, x3, x4, x5 и небазисные (свободные) переменные x1,x2. Выразим базисные переменные через небазисные:8>><>>:x0 = 2x1 + x2;x3 = 32 � 3x1 � 4x2;x4 = 17 � 3x1 � x2;x5 = 5 � x1: (18)

Обратим небазисные переменные в нуль, тогда по формулам (18) по-

лучим частное решение ex = (x1; x2; : : : ; x5)
> = (0; 0; 32; 17; 5)> системы

ограничений исходной задачи и значение целевой функции ex0 = 0. За-

метим, что это решение удовлетворяет требованиям неотрицательности

(17) (это произошло из-за того, что правая часть в системе (16) неотри-

цательна). Таким образом, ex — это допустимый вектор задачи (15).

Этот вектор не является оптимальным. Действительно, в выражение

для x0 в (18) переменные x1 и x2 входят с неотрицательными коэффици-

ентами, поэтому значение целевой функции x0 можно увеличить за счет

увеличения x1 и/или x2. Увеличивая x1 и/или x2, мы, конечно, должны

соблюсти условия (16), (17).

Попробуем увеличить x0 увеличивая x1, оставляя x2 равным 0 и со-

блюдая ограничения (16) или эквивалентные им равенства (18). Выраже-

ние для x3 в (18) позволяет увеличить x1 до 32=3 (напомним, что x3 � 0).

Из тех же соображений выражение для x4 в (18) позволяет увеличить x1

до 17=3 , а выражение для x5 позволяет увеличить x1 до 5. Так как

min

�
32

3
; 17

3
; 5� = 5;

то на данном этапе x1 может принять лишь значение 5.

Итак, x1 = 5, x2 = 0. Значения остальных переменных можно полу-

чить по формулам (18): x0 = 10, x3 = 17, x4 = 2, x5 = 0. Мы получили

допустимый вектор и значение целевой функции на нем:ex = (5; 0; 17; 2; 0)>; ex0 = 10: (19)

Те же значения можно получить иным способом. Подставляя выра-

жение для x1 = 5 � x5 из (18) в уравнения (16) и приводя подобные,
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получим новую систему, эквивалентную исходной:8>><>>:x0 � x2 + 2x5 = 10;
4x2 + x3 � 3x5 = 17;x2 + x4 � 3x5 = 2;x1 + x5 = 5: (20)

Конечно, более легкий (и грамотный) способ получения системы (20) из

(16) состоит в применении одного шага гауссова исключения с ведущим

(направляющим) элементом x1 . Теперь базисными переменными в (20)

являются x0, x1, x3, x4, а небазисными — x2, x5. Как и раньше, выразим

базисные переменные через небазисные. Получим:8>><>>:x0 = 10 + x2 � 2x5;x3 = 17 � 4x2 + 3x5;x4 = 2 � x2 + 3x5;x1 = 5 � x5: (21)

Полагая небазисные переменные равными нулю, по формулам (21) полу-

чим тот же допустимый вектор и то же значение целевой функции, что

и в (19).

В выражении x0 через x2 и x5 из (21) переменная x2 входит с поло-

жительным коэффициентом, поэтому значение x0 может быть увеличено

за счет увеличения x2 до величины

min

�
17

4
; 2� = 2:

Чтобы получить новый допустимый вектор, сразу от системы (20) с по-

мощью шага исключения Гаусса с ведущим элементом, заключенным в

рамку, перейдем к системе8>><>>:x0 x4 � x5 = 12;x3 � 4x4 + 9x5 = 9;x2 + x4 � 3x5 = 2;x1 + x5 = 5; (22)

откуда 8>><>>:x0 = 12 � x4 + x5;x3 = 9 + 4x4 � 9x5;x2 = 2 � x4 + 3x5;x1 = 5 � x5: (23)
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Полагая небазисные переменные x4, x5 равными 0, получим новый

допустимый вектор и значение целевой функции:ex = (5; 2; 9; 0; 0)>; ex0 = 12:
Анализируя (23), приходим к выводу, что значение x0 может быть

еще увеличено за счет увеличения x5 до величины, равной

min f1; 5g = 1:
Делая в (22) шаг исключения Гаусса над элементом, заключенным в

рамку, получим новую систему, эквивалентную исходной:8>><>>:x0
1=9x3 + 5=9x4 = 13;
1=9x3 � 4=9x4 + x5 = 1;x2 + 1=3x3 � 1=3x4 = 5;x1 � 1=9x3 + 4=9x4 = 4;

откуда 8>><>>:x0 = 13 � 1=9x3 � 5=9x4;x5 = 1 � 1=9x3 + 4=9x4;x2 = 5 � 1=3x3 + 1=3x4;x1 = 4 + 1=9x3 � 4=9x4: (24)

Полагая небазисные переменные x3, x4 равными 0, получим новый

допустимый вектор и значение целевой функции:bx = (4; 5; 0; 0; 1); bx0 = 13:
В выражении для x0 из (24) переменные x3 и x4 входят с отрицатель-

ными коэффициентами, поэтому, так как x3 � 0, x4 � 0, то x0 � 13.

Итак, значение целевой функции на любом допустимом векторе не боль-

ше 13 и на векторе bx значение 13 достигается, следовательно, этот вектор

оптимальный.

Метод, с помощью которого мы решили данную задачу, носит назва-

ние симплекс-метод. Перейдем к его общему описанию.
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2.2. Симплекс-метод в строчечной форме

Рассмотрим каноническую ЗЛП (9). Воспользуемся матричной фор-

мой ее записи:
max cx� Ax = b;x � 0: (25)

Определение 2.2. Максимальная линейно независимая система столб-

цов матрицы называется ее (столбцовой) базой.

Пусть ранг матрицы A равен числу ее строк m. В этом случае множе-

ство столбцов образует базу тогда и только тогда, когда матрица B, со-

ставленная из этих столбцов, квадратная и невырожденная, т. е. detB 6= 0.

Если это так, то матрица B называется базисной подматрицей.

Определение 2.3. Пусть j1; j2; : : : ; jm — номера столбцов матрицы A,

составляющих некоторую базу. Неизвестные xj1
; xj2

; : : : ; xjm называют-

ся базисными переменными системы Ax = b.
Обозначим B = hj1; j2; : : : ; jmi

упорядоченный набор номеров базисных переменных. Для краткости B
также будем называть базой.

Из курса линейной алгебры хорошо известно, что с помощью элемен-

тарных преобразований систему уравнений можно привести к упрощен-

ному эквивалентному виду, в котором базисная переменная xji встре-

чается только в i-м уравнении (ji 2 B) и, следовательно, может быть

выражена через небазисные. Положив все небазисные переменные рав-

ными 0, получим некоторые значения базисных переменных, удовлетво-

ряющих системе.

Определение 2.4. Решение x системы уравнений Ax = b, в котором

все небазисные переменные равны нулю, называется опорным векто-

ром, или базисным решением, соответствующим базе B. Если все ком-

поненты опорного вектора неотрицательны, то он называется допусти-

мым опорным вектором , допустимым базисным решением, или опор-

ным планом, при этом сама база B также называется допустимой.
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Пусть система уравнений приведена к упрощенному видуn
∑j=1

qijxj = qi0 (i = 1; 2; : : : ;m);
где qiji = 1; qkji = 0 (ji 2 B; k 2 f1; 2; : : : ;mg n fig): (26)

Введем новую переменную x0 и дополнительное ограничениеx0 � c1x1 � c2x2 � : : :� cnxn = 0:
Вычитая кратные уравнений (26), избавимся в нем от базисных перемен-

ных. Получим эквивалентное ограничениеx0 + q01x1 + q02x2 + : : : + q0nxn = q00; где q0ji = 0 (ji 2 B): (27)

Итак, задача максимизации x0 при ограничениях (26), (27) эквивалентна

исходной задаче.

Пусть, например,B = h1; 2; : : : ;mi, тогда ограничения (26), (27) име-

ют вид 8>>>>><>>>>>:x0 + q0;m+1xm+1 + : : : + q0nxn = q00;x1 + q1;m+1xm+1 + : : : + q1nxn = q10;x2 + q2;m+1xm+1 + : : : + q2nxn = q20;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xm + qm;m+1xm+1 + : : : + qmnxn = qm0;

и текущий опорный вектор есть ex = (q10; : : : ; qm0; 0; : : : ; 0)>.

Определение 2.5. Матрица Q = (qij ) (i = 0; 1; : : : ;m; j = 0; 1; : : : ; n)1,

составленная из коэффициентов системы (26), (27), называется (стро-

чечной) симплекс-таблицей, соответствующей базе B. Симплекс-табли-

ца называется (прямо) допустимой, если qi0 � 0 (i = 1; 2; : : : ;m).

Определение 2.6. Элементы �q0j (j = 1; 2; : : : ; n) нулевой строки сим-

плекс-таблицы Q называются относительными оценками. Вектор bc =�(q01; q02; : : : ; q0n) называется вектором относительных оценок.

1Обратим внимание, что нумерация строк и столбцов симплекс-таблицы начинается с

нуля. Строку и столбец с номером 0 мы будем называть нулевыми. В отличие от них строки

и столбцы, заполненные нулями, будем называть 0-строками и 0-столбцами.
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Заметим, что по базе B таблица Q определяется единственным об-

разом (напомним, что порядок следования элементов в B фиксирован).

Упражнение 2.7. Что произойдет с таблицей Q, если в B переставить

некоторые элементы? Показать, в частности, что при этом текущий опор-

ный вектор, а значит, и q00 не изменится.

Очевидно следующее

Утверждение 2.8. Пусть опорный вектор ex = (ex1; ex2; : : : ; exn)> и сим-

плекс-таблица Q = (qij) соответствуют базе B = hj1; j2; : : : ; jmi, то-

гда

1) exji = qi0, если ji 2 B, и exj = 0, если j =2 B;

2) значение целевой функции на векторе ex равно cex = q00;

3) симплекс-таблица Q допустима тогда и только тогда, когда базаB допустима.

Определение 2.9. БазыB иB0 называются соседними, если jB\B0j =m� 1.

Симплекс-метод переходит от одной допустимой базы к соседней до-

пустимой базе, при этом не уменьшая значение целевой функции на те-

кущем опорном векторе, до тех пор, пока не найдет оптимального век-

тора. Симплекс-метод был разработан Дж. Данцигом в 1947 г. Предше-

ственниками этого алгоритма были методы, предложенные Ж. Фурье2 в

1823 г. и Валле Пуссеном3 в 1911 г. Об основопологающей роли Л.В. Кан-

торовича сказано ранее.

Алгоритм 1. Прямой симплекс-метод в строчечной форме4

Шаг 0. Начать с допустимой базы5 B и соответствующей ей допусти-

мой таблицы Q.

2Жан Батист Жозеф Фурье (1768–1830) — французский математик и физик.
3Шарль Жан Ла Валле Пуссен (1866–1962) — бельгийский математик.
4Заметим, что описываемая процедура не выдерживает требований, обычно предъявля-

емых к алгоритму: не все действия заданы однозначно. Таким образом, речь идет не об

одном алгоритме, а об их семействе. В дальнейшем неоднозначности будут конкретизиро-

ваться. Данное замечание относится ко многим процедурам, описанным в пособии.
5Способы построения начальной допустимой базы рассматриваются в разделе 2.4.
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Шаг 1. Если q0j � 0 (j = 1; 2; : : : ; n) — конец. Опорный вектор, соот-

ветствующий базе B, оптимален. Иначе выбрать такое s, чтоq0s < 0.

Шаг 2. Если qis � 0 (i = 1; 2; : : : ;m) — конец. Значение целевой функ-

ции на множестве допустимых векторов неограничено. Иначе

выбрать такое r, чтоqr0qrs = min

� qi0qis : qis > 0 (i = 1; 2; : : : ;m)

� : (28)

Шаг 3 (шаг гауссова преобразования). Поделить r-ю строку матрицыQ на qrs. Для каждого i 2 f0; 1; : : : ;mg n frg вычесть из i-й
строки r-ю, умноженную на qis.

Шаг 4. В B = hj1; : : : ; jmi в качестве jr взять s. Вернуться на шаг 1.

Заметим, что выбор s и r по приведенным в алгоритме правилам в

общем случае неоднозначен. Правила выбора уточняются в разделе 2.3.

Определение 2.10. Переход от текущей базы к соседней в алгоритме

1 называется итерацией симплекс-метода. Столбец s, строка r и элементqrs в симплекс-методе называются направляющими, или ведущими.

Заметим, что шаг 3 симплекс-метода представляет собой одну ите-

рацию гауссова исключения в системе (26), (27) с направляющим (веду-

щим) элементом qrs.
Определение 2.11. База B и соответствующий опорный вектор ex на-

зываются невырожденными, если среди базисных компонент ex нет ну-

лей. В противном случаеB и ex называются вырожденными. ЗЛП в фор-

ме (25) называется невырожденной, если все ее допустимые базы явля-

ются невырожденными. В противном случае ЗЛП называется вырожден-

ной.

Утверждение 2.12.

1) Преобразования шага 3 алгоритма 1 не меняют множества ре-

шений системы (26). Эти преобразования заменяют базисную

переменную xjr на xs.
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2) На каждой итерации алгоритма 1 таблица Q остается допу-

стимой.

3) Если q0j � 0 (j = 1; 2; : : : ; n), то текущий опорный вектор

оптимален.

4) Если для некоторого s > 0 справедливо q0s < 0 и qis � 0

(i = 1; 2; : : : ;m), то значение целевой функции на множестве

допустимых векторов неограничено сверху.

5) Если q0s < 0 и qrs > 0, то при переходе к следующей базе зна-

чение целевой функции не уменьшается. Если, кроме того, база

невырождена, то значение целевой функции строго увеличива-

ется.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Утверждение 1) легко проверяется.

2) Элементы нулевого столбца симплекс-таблицы изменяются по фор-

мулам:q0i0 = qi0 � qisqrs qr0 (i = 1; : : : ; r � 1; r + 1; : : : ;m); q0r0 =
qr0qrs :

В силу равенства (28) справедливо q0i0 � 0.

3) Так как xj � 0 и q0j � 0 (j = 1; 2; : : : ; n), то из (27) получаем, чтоx0 � q00. С другой стороны, текущий опорный вектор ex дает значение

целевой функции, равное q00, следовательно, ex — оптимален.

4) В системе (26), (27) положим все небазисные переменные, кромеxs, равными нулю. Тогда получим8>><>>:x0 = q00 � q0sxs;xj1
= q10 � q1sxs;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .xjm = qm0 � qmsxs:
Так как qi0 � 0, q0s < 0 и qis � 0 (i = 1; 2; : : : ;m), то при любом

положительном xs по этим формулам можно найти допустимый вектор,

причем при неограниченном увеличении xs значение целевой функцииx0 неограниченно возрастает.
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5) При преобразованиях шага 3 симплекс-алгоритма значение целе-

вой функции пересчитывается по формуламq000 = q00 � q0sqrs qr0:
Так как q0s < 0, qrs > 0, qr0 � 0, то q000 � q00. Если текущая база

невырождена, то qr0 > 0 и поэтому q000 > q00.

Определение 2.13. Допустимая симплекс-таблица Q, в которой q0j �
0 (j = 1; 2; : : : ; n) называется оптимальной.

Пример 2.14. Решим строчечным симплекс-методом ЗЛП

max(2x2 � x3 + x4)8<: 2x1 + x2 + x3 = 6;x1 + 2x2 + x4 = 6;xj � 0 (j = 1; : : : ; 4):
В качестве начальной допустимой базы можно взять B(0) = h3; 4i. Рас-

смотрим таблицу 0BBBB@ 0 0 �2 1 �1

6 2 1 1 0

6 1 2 0 1

1CCCCA :
Вычитая из нулевой строки первую и прибавляя вторую, получим следу-

ющую начальную симплекс-таблицу:B(0) h3; 4i ; Q(0) =

0BBBB@ 0 �1 �1 0 0

6 2 1 1 0

6 1 2 0 1

1CCCCA :
В качестве номера направляющего столбца можно выбрать s = 1 илиs = 2. Пусть s = 1. Так как min f6=2 ; 6=1 g достигается на первом элементе,

то в качестве направляющей строки берем строку с номером r = 1. Таким
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образом, очередная база равна B(1) = h1; 4i. Разделим первую строку на

2 и прибавим ее к нулевой строке, а затем вычтем из второй. Получаем:B(1) = h1; 4i ; Q(1) =

0BBBB@ 3 0 �1=2 1=2 0

3 1 1=2 1=2 0

3 0 3=2 �1=2 1

1CCCCA :
Наличие отрицательного элемента в нулевой строке заставляет про-

должить процесс. Теперь s = 2 и r = 2 находятся однозначно. Следова-

тельно, B(2) = h1; 2i. В результате элементарных преобразований полу-

чим: B(2) = h1; 2i ; Q(2) =

0BBBB@ 4 0 0 1=3 1=3
2 1 0 2=3 �1=3
2 0 1 �1=3 2=3 1CCCCA :

Таблица оптимальна. Оптимальный вектор равен (2; 2; 0; 0)>. Опти-

мальное значение целевой функции равно 4.

Перейдем к вопросу о конечности симплекс-метода. Вначале рас-

смотрим невырожденную ЗЛП. Полностью вопрос о конечности сим-

плекс-метода будет решен в разделе 2.3.

Теорема 2.15. Симплекс-метод, примененный к невырожденной ЗЛП,

конечен, т. е. завершается за конечное число итераций.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По пункту 5) утверждения 2.12 значение целевой

функции невырожденной ЗЛП на каждой итерации строго увеличивает-

ся. Следовательно, базы B и B0, соответствующие различным итераци-

ям, составляют два различных m-элементных подмножества n-элементного

множества. Таким образом, число итераций не превосходитn!

(n�m)! m!
;

следовательно, в условиях теоремы симплекс-метод конечен.

Итак, симплекс-метод — это направленный перебор баз. В вычисли-

тельном отношении можно использовать метод Гаусса со специальным

выбором направляющего элемента, обеспечивающим этот перебор.
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2.3. Зацикливание и способы защиты от него

2.3.1. Зацикливание

Выбор столбца, вводимого в базу, и столбца, выводимого из базы, в

симплекс-методе определен, вообще говоря, неоднозначно. Желательно

конкретизировать этот выбор так, чтобы любая ЗЛП решалась как мож-

но быстрее. Однако надеяться на точное решение такой «сверхзадачи»

трудно, и поэтому приходится использовать такие приемы, от которых

требуется, чтобы, во-первых, любая ЗЛП решалась за конечное число

итераций, и во-вторых, это число итераций по каким-то эвристическим

соображениям6 было «не очень большим» хотя бы в большинстве случа-

ев.

Пусть Q = (qij ) — симплекс-таблица, соответствующая допустимой

базе B. Обычно применяется один из следующих критериев для выбора

номера s направляющего столбца (шаг 1 алгоритма 1):�1 Выбрать s = min fj : q0j < 0g.�2 Выбрать s, такое, что q0s = min fq0j : q0j < 0g. Если таких s несколь-

ко, то выбрать среди них наименьшее.�3 Выбрать s, такое, что �s = max f�j : q0j < 0g, где�j = min

�qi0qij : qij > 0 (i = 1; 2; : : : ;m)

�
(j = 1; 2; : : : ; n):

Если таких s несколько, то выбрать среди них наименьшее.

Первый из этих критериев — самый простой. Третий дает наиболь-

шее увеличение целевой функции за одну итерацию симплекс-метода.

Второй занимает промежуточное положение между первым и третьим.

Он обещает наибольшее увеличение целевой функции при увеличенииxs на 1.

Если номер s направляющего столбца выбран, то простое правило

выбора номера r направляющей строки (шаг 2 алгоритма 1) можно сфор-

мулировать так:

6Используемые в алгоритмах правила, не имеющие теоретического обоснования своей

эффективности, но дающие хорошие результаты на практике, называются эвристиками.
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min

�qi0qis : qis > 0 (i = 1; 2; : : : ;m)

� ; (29)

выбрать наименьший.

Пример 2.16. Начиная с допустимой базы f2; 1; 3; 4g применить сим-

плекс-метод с критериями �1 и �1 к ЗЛП

max f200x5 + 175x6 � 1100x7 � 2x8g8>>>><>>>>:x2 � 3x5
�5=4x6 + 7x7 + 1=50x8 = 0;x1 + 1=3x5 + 1=6x6 � x7

�1=150x8 = 0;x3 + 75=2x5
�25=4x6 + 175=2x7 + 1=4x8 = 0;x4 + x8 = 1;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; 8):

Процесс решения опишем последовательностью симплекс-таблиц, поме-

чая направляющий элемент и выписывая номера базисных переменных

на каждой итерации. B(0) = h2; 1; 3; 4i ;Q(0) =

0BBBBBBBBBBB@
0 0 0 0 0 �200 �175 1100 2

0 0 1 0 0 �3 �5=4 7 1=50

0 1 0 0 0 1=3 1=6 �1 �1=150

0 0 0 1 0 75=2 �25=4 175=2 1=4
1 0 0 0 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCA ;
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0BBBBBBBBBBB@
0 600 0 0 0 0 �75 500 �2

0 9 1 0 0 0 1=4 �2 �1=25

0 3 0 0 0 1 1=2 �3 �1=50

0 �225=2 0 1 0 0 �25 200 1

1 0 0 0 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCA ;B(2) = h6; 5; 3; 4i ;Q(2) =

0BBBBBBBB@ 0 3300 300 0 0 0 0 �100 �14

0 36 4 0 0 0 1 �8 �4=25

0 �15 �2 0 0 1 0 1 3=50

0 1575=2 100 1 0 0 0 0 �3

1 0 0 0 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCA ;B(3) = h6; 7; 3; 4i ;Q(3) =

0BBBBBBBBBBB@
0 1800 100 0 0 100 0 0 �8

0 �84 �12 0 0 8 1 0 8=25

0 �15 �2 0 0 1 0 1 3=50

0 1575=2 100 1 0 0 0 0 �3

1 0 0 0 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCA ;B(4) = h8; 7; 3; 4i ;Q(4) =

0BBBBBBBBBBB@
0 �300 �200 0 0 300 25 0 0

0 �525=2 �75=2 0 0 25 25=8 0 1

0 3=4 1=4 0 0 �1=2 �3=16 1 0

0 0 �25=2 1 0 75 75=8 0 0

1 525=2 75=2 0 1 �25 �25=8 0 0

1CCCCCCCCCCCA ;
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0BBBBBBBBB@ 0 0 �100 0 0 100 �50 400 0

0 0 50 0 0 �150 �125=2 350 1

0 1 1=3 0 0 �2=3 �1=4 4=3 0

0 0 �25=2 1 0 75 75=8 0 0

1 0 �50 0 1 150 125=2 �350 0

1CCCCCCCCCA :
Далее B(6) = B(0) и, следовательно, произошло так называемое за-

цикливание и процесс бесконечен. В следующей таблице для каждой ите-

рации приведены значения B, s, I , r. Через I обозначено множество техi, для которых достигается минимум в (29).

№ B s I r
0 h2; 1; 3; 4i 5 f2; 3g 2

1 h2; 5; 3; 4i 6 f1; 2g 1

2 h6; 5; 3; 4i 7 f2g 2

3 h6; 7; 3; 4i 8 f1; 2g 1

4 h8; 7; 3; 4i 1 f2g 2

5 h8; 1; 3; 4i 2 f1; 2g 1

6 h2; 1; 3; 4i
Не спасает и использование других критериев �2 и �3 выбора s, так

как в рассматриваемом примере они приводят к одному и тому же ре-

зультату.

Замечание 2.17. Предположим, что вычислительный процесс бесконе-

чен. Поскольку число баз конечно, то, начиная с некоторой итерации,

произойдет зацикливание, т. е. начнется повторение баз:B(k);B(k+1); : : : ;B(k+l) = B(k):
Так как значение целевой функции на текущем опорном векторе в сим-

плекс-методе не убывает, то зацикливание может произойти, только если

элемент q00 симплекс-таблицы не изменяется. Это означает, что зада-

ча вырождена, а именно qr0 = 0, где r — номер направляющей строки.
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Отсюда получаем, что если зацикливание произошло, то весь нулевой

столбец симплекс-таблицы не изменяется, и, следовательно, всем этим

базам соответствует один и тот же допустимый опорный вектор.

Вычислительные процедуры, гарантирующие от зацикливания, разо-

браны ниже.

2.3.2. Лексикографический метод

Определение 2.18. Говорят, что вектор q лексикографически положи-

телен (обозначение: q � 0), если q 6= 0 и его первая отличная от нуля

компонента положительна. Пусть векторы p и q имеют одинаковую раз-

мерность. Вектор q лексикографически больше вектора p (обозначение:q � p), если q � p � 0.

Определение 2.19. Пусть R — конечное множество векторов одина-

ковой размерности. Вектор q назовем лексикографически минимальным

(обозначение: q = lexminR), если для всякого p 2 R, p 6= q, справедливоp � q.
Сформулируем лексикографический критерий выбора номера r на-

правляющей строки на шаге 2 алгоритма 1:�2 Выбрать r, такое, что�qr0qrs ; qr1qrs ; : : : ; qrnqrs� = lexmin

��qi0qis ; qi1qis ; : : : ; qinqis � : qis > 0

� :
Так как матрица Q не содержит пропорциональных строк, то выборr по критерию �2 определен однозначно.

Определение 2.20. Симплекс-таблица Q называется лексикографиче-

ски допустимой, или L -допустимой, если все ее строки, кроме, быть

может, нулевой, лексикографически положительны.

Заметим, что с помощью перестановки столбцов (вместе с соответ-

ствующим переименованием переменных) и/или добавления искусствен-

ных переменных из любой симплекс-таблицы можно получить лексико-

графически допустимую.
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Лемма 2.21. Пусть симплекс-таблица лексикографически допустима.

Если на шаге 2 алгоритма 1 для выбора направляющей строки исполь-

зуется критерий �2, то свойство лексикографической допустимости

таблицы сохраняется.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что r-я (направляющая) строка остает-

ся лексикографически положительной, в то время как i-я строка (i =

1; : : : ; r � 1; r + 1; : : : ;m), заменяется на строку

(qi0; qi1; : : : ; qin)� qis � �qr0qrs ; qr1qrs ; : : : ; qrnqrs � : (30)

Если qis � 0, то к лексикографически положительной строке прибавля-

ется лексикографически положительная или 0, поэтому результат лекси-

кографически положителен. Если qis > 0, то запишем (30) какqis � ��qi0qis ; qi1qis ; : : : ; qinqis ��� qr0qrs ; qr1qrs ; : : : ; qrnqrs �� :
В квадратных скобках стоит лексикографически положительный вектор

(так как используется правило �2), который умножается на положитель-

ное число. Результат лексикографически положителен.

Определение 2.22. Алгоритм 1, в котором номер s направляющего столб-

ца выбирается произвольно, но так, что q0s < 0, а номер r направляю-

щей строки выбирается по критерию �2, называется лексикографическим

симплекс-методом в строчечной форме, или L -методом.

Теорема 2.23. L -метод, примененный к лексикографически допусти-

мой таблице, конечен.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 2.21 все таблицы, появляющиеся в L -ме-

тоде, являются лексикографически допустимыми. На каждой итерации к

нулевой строке прибавляется лексикографически положительная строка.

Таким образом, при переходе от базы к базе происходит лексикографи-

ческое увеличение нулевой строки симплекс-таблицы, и, следовательно,

зацикливание невозможно.

Пример 2.24. Проиллюстрируем лексикографический симплекс-метод

на ЗЛП из примера 2.16. Будем выбирать номер направляющего элемента

по критериям �1, �2. Начальная база равна B(0) = h2; 1; 3; 4i.
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0BBBBBBBBBBB@
0 0 0 16=3 0 0 �625=3 4700=3 10=3
0 0 1 2=25 0 0 �7=4 14 1=25

0 1 0 �2=225 0 0 2=9 �16=9 �2=225

0 0 0 2=75 0 1 �1=6 7=3 1=150

1 0 0 0 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCA ;B(2) = h2; 6; 5; 4i ;Q(2) =

0BBBBBBBBBBB@
0 1875=2 0 �3 0 0 0 �100 �5

0 63=8 1 1=100 0 0 0 0 �3=100

0 9=2 0 �1=25 0 0 1 �8 �1=25

0 3=4 0 1=50 0 1 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCA ;B(3) = h2; 6; 3; 4i ;Q(3) =

0BBBBBBBB@ 0 1050 0 0 0 150 0 50 �5

0 15=2 1 0 0 �1=2 0 �1=2 �3=100

0 6 0 0 0 2 1 �6 �1=25

0 75=2 0 1 0 50 0 50 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCA ;B(4) = h2; 6; 3; 8i ;Q(4) =

0BBBBBBBBBB@
5 1050 0 0 5 150 0 50 0

3=100
15=2 1 0 3=100

�1=2 0 �1=2 0

1=25 6 0 0 1=25 2 1 �6 0

0 75=2 0 1 0 50 0 50 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

1CCCCCCCCCCA :
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Итак, оптимальный вектор равен (0; 3=100 ; 0; 0; 0; 1=25 ; 0; 1)>. В следу-

ющей таблице, как и в примере 2.16, для каждой итерации приведены

значения B, s, I , r.
№ B s I r
0 h2; 1; 3; 4i 5 f2; 3g 3

1 h2; 1; 5; 4i 6 f2g 2

2 h2; 6; 5; 4i 3 f1; 3g 3

3 h2; 6; 3; 4i 8 f4g 4

4 h2; 6; 3; 8i
2.3.3. Правило Бленда

Пусть, как обычно, s и r — номера направляющих столбца и стро-

ки соответственно. Напомним, что s совпадает с номером переменной,

вводимой в базу, а jr равен номеру переменной, выводимой из базы, гдеB = hj1; j2; : : : ; jmi. Сформулируем следующий критерий выбора номераr направляющей строки:�3 Среди индексов i, на которых достигается минимум

min

�qi0qis : qis > 0 (i = 1; 2; : : : ;m)

� ;
выбрать r, для которого jr минимально.

Определение 2.25. Симплекс-метод, в котором номер направляющего

столбца выбирается по правилу �1, а номер направляющей строки — по

правилу �3, называется симплекс-методом с правилом Бленда7.

Замечание 2.26. Правило Бленда можно также сформулировать следу-

ющим образом:

1) Из переменных, вводимых в базу, выбери переменную с наимень-

шим номером.

2) Из переменных, выводимых из базы, выбери переменную с наи-

меньшим номером.

7Роберт Гэри Бленд — американский математик.
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Теорема 2.27. Симплекс-метод с правилом Бленда конечен.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что зацикливание произошло. Среди

всех номеров, которые во время цикла исключались из базы (и, следо-

вательно, включались в базу), найдем максимальный и обозначим его t.
Пусть t был исключен из базы на h-й итерации и включен в базу на g-й
итерации. Обозначим через s номер, вводимый в базу на h-й итерации.

Имеем s < t. Обозначим B = hj1; : : : ; jmi, Q = (qij) — соответственно

базу и симплекс-таблицу на h-й итерации и B0, Q0 = (q0ij) — соответ-

ственно базу и симплекс-таблицу на g-й итерации. Заметим, что s =2 B,t 2 B, t =2 B0.
Определим компоненты вектора bx = (bx1; bx2; : : : ; bxn)> по формулам:bxji = qi0 � qis (i = 1; 2; : : : ;m); bxs = 1; bxj = 0 (j =2 B; j 6= s):

Заметим, что вектор bx не является опорным и даже допустимым, однако

из рассмотрения симплекс-таблицы Q легко получить, что bx удовлетво-

ряет системе Ax = b, причемcbx = q00 � n
∑j=1

q0jbxj = q00 � ∑j=2B q0jbxj = q00 � q0s > q00; (31)

так как q0s < 0. Из рассмотрения симплекс-таблицы Q0 получаем:cbx = q000 � n
∑j=1

q00jbxj : (32)

Согласно замечанию 2.17 имеем q000 = q00. Рассмотрим остальные слага-

емые в сумме (32):� Если j =2 B, j 6= s, то bxj = 0, поэтому q00jbxj = 0.� Если j = s, то bxj = 1 и, в силу правила выбора t, q00j � 0, поэтомуq00jbxj � 0.� Если j 2 B nB0, j 6= t, то, в силу правила выбора t, имеем j < t.
Из замечания 2.17 следует, что qi0 = 0, где j = ji, следовательно,bxj = �qis. Однако так как j < t, то на h-й итерации элемент qis
не может быть направляющим (иначе на t-й итерации из базы был

бы выведен j, а не t), поэтому qis � 0, откуда bxj � 0. С другой

стороны, так как j < t, то q00j � 0, поэтому q00jbxj � 0.



48 Глава 2. Симплекс-метод� Если j = t, то q00j < 0 и bxj = �qis, где t = ji. На h-й итера-

ции элемент qis — направляющий, поэтому bxj = �qis < 0, откудаq00jbxj > 0.� Если j 2 B [B0, то q0j = q00j = 0, поэтому q00jbxj = 0.

Итак, все слагаемые под знаком суммы в (32) неотрицательны, причем

среди них есть положительные, поэтому cbx < q00, что противоречит

неравенству (31).

Пример 2.28. Проиллюстрируем симплекс-метод с правилом Бленда на

ЗЛП из примера 2.16. Начальная база равна B(0) = h2; 1; 3; 4i. Далее,

как и в примере 2.16, будут построены базы B(1) = h2; 5; 3; 4i, B(2) =h6; 5; 3; 4i, B(3) = h6; 7; 3; 4i, B(4) = h8; 7; 3; 4i, B(5) = h8; 1; 3; 4i.
Начиная с этого момента, вместе с базой будем приводить соответ-

ствующую ей симплекс-таблицу.B(6) = h8; 2; 3; 4i ;Q(6) =

0BBBBBBBBB@ 0 300 0 0 0 �100 �125 800 0

0 �150 0 0 0 �50 �25 150 1

0 3 1 0 0 �2 �3=4 4 0

0 75=2 0 1 0 50 0 50 0

1 150 0 0 1 50 25 �150 0

1CCCCCCCCCA ;
B(7) = h8; 2; 5; 4i ;Q(7) =

0BBBBBBBBB@ 0 375 0 2 0 0 �125 900 0

0 �225=2 0 1 0 0 �25 200 1

0 9=2 1 1=25 0 0 �3=4 6 0

0 3=4 0 1=50 0 1 0 1 0

1 225=2 0 �1 1 0 25 �200 0

1CCCCCCCCCA ;
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0BBBBBBBBBBB@
5 1875=2 0 �3 5 0 0 �100 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1

3=100
63=8 1 1=100

3=100 0 0 0 0

0 3=4 0 1=50 0 1 0 1 0

1=25
9=2 0 �1=25

1=25 0 1 �8 0

1CCCCCCCCCCCA ;
B(9) = h8; 2; 5; 6i ;Q(9) =

0BBBBB@ 5 1050 0 0 5 150 0 50 0

1 0 0 0 1 0 0 0 1
3=100

15=2 1 0 3=100
�1=2 0 �1=2 0

0 75=2 0 1 0 50 0 50 0

1=25 6 0 0 1=25 2 1 �6 0

1CCCCCA :
Последняя база является оптимальной, и соответствующий ей опор-

ный вектор равен (0; 3=100 ; 0; 0; 0; 1=25 ; 0; 1)>. В следующей таблице, как

и в примере 2.16, для каждой итерации приведены значения B, s, I , J ,r, где J = fji : i 2 Ig.
№ B s I J r
0 h2; 1; 3; 4i 5 f2; 3g f1; 3g 2

1 h2; 5; 3; 4i 6 f1; 2g f2; 5g 1

2 h6; 5; 3; 4i 7 f2g f5g 2

3 h6; 7; 3; 4i 8 f1; 2g f6; 7g 1

4 h8; 7; 3; 4i 1 f2g f7g 2

5 h8; 1; 3; 4i 2 f1; 2g f8; 1g 2

6 h8; 2; 3; 4i 5 f3; 4g f3; 4g 3

7 h8; 2; 5; 4i 6 f4g f4g 4

8 h8; 2; 5; 6i 3 f3g f5g 3

9 h8; 2; 7; 6i
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2.4. Получение начального допустимого опорного вектора

В начале работы алгоритма 1 предполагается, что известна некоторая

начальная допустимая база. Опишем один из способов построения такой

базы, называемый методом искусственного базиса.

Будем считать, что в канонической ЗЛП (25) справделиво условиеb � 0. Ясно, что это предположение не уменьшает общности, так как в

противном случае уравнения с отрицательной правой частью умножим

на �1. Мы также снимаем ограничение rankA = m. Рассмотрим ЗЛП

max(�xn+1 � xn+2 � : : :� xn+m)8>>>>>><>>>>>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn + xn+1 = b1;a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn + xn+2 = b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn + xn+m = bm;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ;m + n):
(33)

Неизвестные xn+1; : : : ; xn+m называются искусственными переменными.

Так как bi � 0 (i = 1; 2; : : : ;m), то база B = hn + 1; : : : ; n + mi допустима

и к задаче (33) можно применить конечный вариант симплекс-метода.

Заметим, что если используется лексикографический симплекс-метод, то

для получения лексикографически допустимой начальной симплекс-таб-

лицы достаточно переставить на первые места столбцы, соответствую-

щие искусственным переменным (с соответствующим переименованием

переменных).

Пусть bx — оптимальный вектор,B — оптимальная база вспомогатель-

ной задачи (33), а Q — соответствующая симплекс-таблица. Возможны

два случая:

I. Значение целевой функции на оптимальном векторе ЗЛП (33) отри-

цательно. Легко видеть, что в этом случае исходная система огра-

ничений Ax = b, x � 0 несовместна.

II. Значение целевой функции на оптимальном векторе ЗЛП (33) равно

0. Система совместна. Рассмотрим два варианта:

1) База B содержит только номера из множества f1; 2; : : : ; ng.
Тогда B является допустимой базой для исходной задачи.
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2) Найдется s 2 fn + 1; : : : ; n +mg, такое, что s 2 B. Тогда qis =

0 (i = 0; : : : ; r � 1; r + 1; : : : ;m), qrs = 1 для некоторого r. Так

как bxs = qr0, то qr0 = 0 (в противном случае bxn+1 + : : :+bxn+m >
0, что противоречит предположению).

а) Если qrj = 0 (j = 1; 2; : : : ; n), то, очевидно, rankA < m и

исходная система Ax = b избыточна. Вычеркнем из таб-

лицы Q r-ю строку и s-й столбец.

б) Если qrj 6= 0 для некоторого j 2 f1; 2; : : : ; ng, то в табли-

це Q выполним один шаг гауссова исключения с направ-

ляющим элементом qrj . В результате s будет исключен изB. После этого вычеркнем из Q s-й столбец.

После операций удаления строк и столбцов, описанных в пп. 2а) и

2б), придем к ситуации п. 1).

Описанная выше схема называется методом искусственного базиса,

или первым этапом (фазой) симплекс-метода. Метод искусственного ба-

зиса либо устанавливает, что исходная система ограничений несовмест-

на, либо находит начальную допустимую базу, отыскивая в исходной си-

стеме все уравнения-следствия (если они есть) и тем самым сводя задачу

к случаю rankA = m.

После этого к исходной задаче применяется любой конечный вари-

ант алгоритма 1, называемый в данном случае вторым этапом (фазой)

симплекс-метода.

Заметим, что по завершении первого этапа некоторые строки сим-

плекс-таблицы могут оказаться лексикографически отрицательными, по-

этому, если используется лексикографический симплекс-метод, базисные

столбцы следует переставить на первые места.

Пример 2.29. Продемонстрируем метод искусственного базиса на ЗЛП

max(�x1 � x2 � 5x4)8>>><>>>: x1 + x2 � x3 + 3x4 = 1;x1 � 2x2 + 3x3 � x4 = 1;
5x1 � 4x2 + 7x3 + 3x4 = 5;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; 4):
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Первый этап. По исходной задаче строим вспомогательную ЗЛП:

max(�x5 � x6 � x7)8>>><>>>: x1 + x2 � x3 + 3x4 + x5 = 1;x1 � 2x2 + 3x3 � x4 + x6 = 1;
5x1 � 4x2 + 7x3 + 3x4 + x7 = 5;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; 7):

Получим следующие симплекс-таблицы:B(0) = h5; 6; 7i ;Q(0) =

0BBBBBBB@ �7 �7 5 �9 �5 0 0 0

1 1 1 �1 3 1 0 0

1 1 �2 3 �1 0 1 0

5 5 �4 7 3 0 0 1

1CCCCCCCA ;B(1) = h5; 6; 1i ;Q(1) =

0BBBBBBBB@ 0 0 �3=5 4=5 �4=5 0 0 7=5
0 0 9=5 �12=5 12=5 1 0 �1=5
0 0 �6=5 8=5 �8=5 0 1 �1=5
1 1 �4=5 7=5 3=5 0 0 1=5

1CCCCCCCCA :
Заметим, что теперь значение целевой функции равно 0, хотя симплекс-

таблица не оптимальна8. B(2) = h2; 6; 1i ;Q(2) =

0BBBBBBB@ 0 0 0 0 0 1=3 0 4=3
0 0 1 �4=3 4=3 5=9 0 �1=9
0 0 0 0 0 2=3 1 �1=3
1 1 0 1=3 5=3 4=9 0 1=9

1CCCCCCCA :
8Дальнейшую оптимизацию можно прекратить и приступить к исключению из базы

столбцов с номерами, меньшими m.
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Таблица Q(2) оптимальна. Так как q00 = 0, то исходная система сов-

местна. Так как q2j = 0 (j = 1; 2; 3; 4), то вторая строка избыточна.

Вычеркивая вторую строку и столбцы, соответствующие искусственным

переменным, и приписывая коэффициенты целевой функции исходной

задачи, получим таблицу:0BBBBB@ 0 1 1 0 5

0 0 1 �4=3 4=3
1 1 0 1=3 5=3 1CCCCCA :

В нулевой строке избавимся от базисных переменных. Для этого вычтем

из нулевой строки первую и вторую:0BBBBB@ �1 0 0 1 2

0 0 1 �4=3 4=3
1 1 0 1=3 5=3 1CCCCCA :

Таблица уже оптимальна. Получен оптимальный вектор (1; 0; 0; 0)> и

значение целевой функции �1.

2.5. Матричное описание симплекс-метода

Рассмотрим каноническую ЗЛП (9) в матричной форме:

max cx� Ax = b;x � 0: (34)

Рассмотрим сначала случай, когда строки матрицы A линейно незави-

симые. Пусть B — некоторая база матрицы A, а B — соответствующая
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базисная подматрица и пусть9A = (B;N ); x =

� xBxN � ; c = (cB; cN );
где через xB, cB обозначены векторы, составленные из базисных компо-

нент векторов x и c соответственно, а через xN , cN — векторы, состав-

ленные из небазисных компонент векторов x и c соответственно. Тогда

ЗЛП (34) примет вид:

max(cBxB + cN xN )� BxB +NxN = b;xB � 0; xN � 0: (35)

Шаг исключения Гаусса на каждой итерации симплекс-метода заклю-

чается в умножении слева текущей симплекс-таблицы на матрицу0BBBBBBBBBB@
1 �q0s=qrs

. . .
...

1 �qr�1;s=qrs
1=qrs�qr+1;s=qrs 1

...
. . .�qm;s=qrs 1

1CCCCCCCCCCA ; (36)

где r 6= 0, s 6= 0. Следовательно, серия шагов исключения Гаусса эквива-

лентна домножению симплекс-таблицы на произведениеM = Et �Et�1 � : : : � E1 (37)

матриц вида (36). Нетрудно видеть, что M имеет следующее блочное

строение: �
1 u
0 F � ;

9Для простоты обозначений мы считаем, что B составлена из первых m столбцов мат-

рицы A.



2.5. Матричное описание симплекс-метода 55

где F — квадратная матрица порядка m. Пусть на некоторой итерации

симплекс-метода получена симплекс-таблица�
1 u
0 F � � � 0 �cB �cNb B N �

=

=

� ub �cB + uB �cN + uNFb FB FN � ; (38)

соответствующая базе B. Тогда uB � cB = 0 и FB = E, где E — еди-

ничная матрица, откуда u = cBB�1, F = B�1. Итак, симплекс-таблица,

соответствующая базе B, имеет видQ = (qij) =

� cBB�1b 0 �cN + cBB�1NB�1b E B�1N �
=

=

� cBB�1b �c + cBB�1AB�1b B�1A � : (39)

Определение 2.30. Cтрока u = cBB�1 называется вектором цен, со-

ответствующим базе B. Компоненты вектора u называются ценами, или

симплекс-множителями.

Обозначимaj = (a1j ; : : : ; amj)>; baj = (q1j ; : : : ; qmj)> (j = 0; 1; : : : ; n);bb = ba0; ba = bas; bc = �(q01; q02; : : : ; q0m):
Пусть bcN = �(q0;k1

; : : : ; q0;kn�m), где N = hk1; k2; : : : ; kn�mi — номера

небазисных переменных. Из (38) и (39), в частности, получаются следу-

ющие формулы для вычисления элементов симплекс-таблицы, соответ-

ствующей базе B.

Утверждение 2.31. Справедливы следующие равенства, выражающие

элементы симплекс-таблицы через коэффициенты ограничений и век-

тор цен: q00 = cx = ub; ba = B�1as; bb = B�1b;bc = c� uA; bcN = cN � uN: (40)
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Замечание 2.32. Интерпретируя коэффициенты симплекс-таблицы (39),

получим следующую эквивалентную формулировку задачи (34):

max(cBB�1b + (cN � cBB�1N )xN )� xB = B�1b�B�1NxN ;xB � 0; xN � 0: (41)

Заметим, что те же условия можно получить другим способом, выражая

в (35) базисные переменные xB через небазисные:xB = B�1b�B�1NxN
и подставляя их в выражение целевой функции.

Замечание 2.33. Формула bc = c � uA из (40) показывает, что для то-

го, чтобы вычислить текущие относительные оценки bc необходимо из c
вычесть строки матрицы A, домноженные на соответствующие цены u.

Замечание 2.34. Решение ex системы Ax = b является опорным векто-

ром, если exN = 0 и, следовательно, exB = B�1b. Опорный вектор ex допу-

стим, если ex � 0 и, так как exN = 0, то достаточно потребовать exB � 0.

Значение целевой функции cx на опорном векторе ex есть cex = ub. Еслиbc = c� uA � 0, или, что эквивалентно, bcN = cN � uN � 0, то опорный

вектор оптимален.

Замечание 2.35. Предположим, что ограничения ЗЛП (34) совместны,

но ранг матрицы A меньше числа m ее строк. В этом случае, удалив из

системы ограничений избыточные уравнения (например, воспользовав-

шись методом искусственного базиса), приходим к эквивалентной ЗЛП с

матрицей ограничений полного ранга. Для этой ЗЛП, в частности, спра-

ведливо утверждение 2.31. Покажем, как нулевую строку (�bc) симплекс-

таблицы, составленной для этой ЗЛП по базе B, выразить через эле-

менты матрицы ограничений исходной ЗЛП. Пусть A = ( eB; eN ) — матри-

ца ограничений исходной задачи, где eB — подматрица, составленная из

столбцов с номерами из B, а eN — подматрица, составленная из столб-

цов с номерами из N . В качестве вектора цен u возьмем произвольное

решение системы u eB = cB. Очевидно, формула bc = c � uA останется

справедливой.
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2.6. Модифицированный симплекс-метод

Сделаем два замечания, касающиеся алгоритма 1:

1) Для выбора номера s направляющего столбца достаточно знать

только нулевую строку.

2) Если s найдено, то для выбора номера r направляющей строки

достаточно знать только нулевой и s-й столбцы.

Если m много меньше n, то вместо того, чтобы на каждой итерации пере-

считывать всю симплекс-таблицу Q, выгоднее использовать следующую

процедуру.

1) Вычислить вектор цен u = cBB�1.

2) Вычислить нулевой столбец bb = B�1b и элементы bcN = cN � uN
нулевой строки, соответствующие небазисным переменным.

3) Выбрать номер s направляющего столбца.

4) Вычислить направляющий столбец ba = B�1as.
5) Выбрать номер r направляющей строки.

6) В B = hj1; j2; : : : ; jmi в качестве jr взять s и перейти к следующей

итерации.

Определение 2.36. Приведенная схема вычислений называется моди-

фицированным симплекс-методом, или симплекс-методом со множите-

лями.

Для предотвращения зацикливания в модифицированном симплекс-

методе удобно применять правило Бленда.

Пример 2.37. Решим ЗЛП

max(�x1 + 2x2 + x3 + x4)�
3x1 � 3x2 + 4x3 + 2x4 = 0;x1 + x2 + x3 + 3x4 = 2

модифицированным симплекс-методом.
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Для нахождения начальной допустимой базы воспользуемся методом

искусственного базиса. Имеем:A =

�
3 �3 4 2 1 0

1 1 1 3 0 1

� ; b =

�
0

2

� ; c = (0; 0; 0; 0;�1;�1):
На первой итерации вычисляем:B = h5; 6i ; B =

�
1 0

0 1

� ; cB = (�1;�1); cN = (0; 0; 0; 0);u = cBB�1 = (�1;�1); bb = B�1b = (0; 2)>;�bcN = �(cN � uN ) = (�4; 2;�5;�5); откуда s = 1;ba = B�1as = ( 3 ; 1)>; откуда r = 1:
На второй итерации:B = h1; 6i ; B =

�
3 0

1 1

� ; u = (1=3 ;�1);bb = (0; 2)>; �bcN = (�2; 1=3 ; �7=3 ; 4=3 ); откуда s = 1;ba = (�1; 2 )>; откуда r = 2:
На третьей итерации:B = h1; 2i ; B =

�
3 �3

1 1

� ; u = (0; 0); �bcN = (0; 0; 0; 0; 1; 1):
Нулевая строка симплекс-таблицы неотрицательна. Первый этап сим-

плекс-метода завершен. Найдена допустимая база B = h1; 2i.
На втором этапе имеем:A =

�
3 �3 4 2

1 1 1 3

� ; b =

�
0

2

� ; c = (1;�2;�1;�1):
На первой итерации второго этапа:B = h1; 2i ; B =

�
3 �3

1 1

� ; u = (�1=2 ; 1=2 );



2.6. Модифицированный симплекс-метод 59bb = (1; 1)>; �bcN = (0; 0; �5=2 ; �1=2 ); откуда s = 3;ba = ( 7=6 ; �1=6 )>; откуда r = 1:
На второй итерации:B = h3; 2i ; B =

�
4 �3

1 1

� ; u = (�1=7 ; 11=7 );bb = (6=7 ; 8=7 )>; �bcN = (15=7 ; 0; 0; 24=7 ):
Нулевая строка симплекс-таблицы неотрицательна. Найден оптималь-

ный вектор bx = (0; 8=7 ; 6=7 ; 0)>. Значение целевой функции bx0 = ub = 22=7 .

В разобранном примере мы явно вычисляли все элементы матрицыB�1. Заметим, однако, что этого можно было избежать. Действительно,

из утверждения 2.31 следует, что вектор цен, нулевой и s-й столбцы

можно находить, решая следующие системы линейных уравнений:uB = cB; Bbb = b; Bba = as:
Опишем другой способ избежать явного вычисления матрицы B�1.

Пусть Fi — матрица, полученная из матрицы Ei в произведении (37)

вычеркиванием нулевой строки и нулевого столбца (строки и столбцы вEi нумеруются с нуля). Тогда B�1 = Ft � Ft�1 � : : : � F1 и поэтомуu = cB � Ft � Ft�1 � : : : � F1; (42)bb = Ft � Ft�1 � : : : � F1 � b;ba = Ft � Ft�1 � : : : � F1 � as: (43)

Умножение в (42) следует выполнять слева направо, а в (43) — справа

налево. Матрицы Fi вычисляются на каждой итерации. Так как они име-

ют специальный вид, то для их представления используют специальную

форму хранения.

Такой способ весьма удобен, особенно когда матрица ограниченийA разрежена, т. е. содержит много нулевых элементов. В этом случае

используют специальное представление матрицы A, сохраняя в памяти

компьютера только ненулевые элементы с указанием их позиции.

На практике используются и другие варианты модифицированного

симплекс-метода [5].



Глава 3

Двойственность в линейном

программировании

3.1. Двойственная задача

Основная идея двойственности состоит в совместном изучении пары

ЗЛП: исходной и так называемой двойственной к ней.

Пусть M1 = f1; : : : ;m1g ; M2 = fm1 + 1; : : : ;mg ;N1 = f1; : : : ; n1g ; N2 = fn1 + 1; : : : ; ng :
Рассмотрим две задачи линейного программирования:

max(c1x1 + c2x2 + : : : + cnxn)8>><>>: ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn = bi (i 2M1)ai1x1 + ai2x2 + : : : + ainxn � bi (i 2M2)xj � 0 (j 2 N1)xj — любые (j 2 N2)

(47)

и
min(u1b1 + u2b2 + : : : + umbm)8>><>>: ui — любые (i 2M1)ui � 0 (i 2M2)u1a1j + u2a2j + : : : + umamj � cj (j 2 N1)u1a1j + u2a2j + : : : + umamj = cj (j 2 N2)

(48)

66
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Заметим, что каждому j 2 N1 [ N2 соответствуют переменная xj в

ЗЛП (47) и некоторое ограничение в виде уравнения или неравенства в

ЗЛП (48). Будем говорить, что эти переменная и ограничение соответ-

ствуют друг другу. Аналогично, каждому i 2 M1 [M2 соответствуют

переменная ui в ЗЛП (48) и некоторое ограничение в виде уравнения

или неравенства в ЗЛП (47). Также будем говорить, что эти переменная

и ограничение соответствуют друг другу.

Определение 3.1. Задача (48) называется двойственной к задаче (47),

при этом задача (47) называется прямой задачей. И, наоборот, задача (47)

называется двойственной к задаче (48), при этом задача (48) называется

прямой задачей.

Запишем задачи (47), (48) в матричной форме. Для этого введем век-

торы-столбцыx(1) = (x1; : : : ; xn1
)>; x(2) = (xn1+1; : : : ; xn)>;b(1) = (b1; : : : ; bm1
)>; b(2) = (bm1+1; : : : ; bm)>;

векторы-строкиu(1) = (u1; : : : ; um1
); u(2) = (um1+1; : : : ; um);c(1) = (c1; : : : ; cn1

); c(2) = (cn1+1; : : : ; cn)

и матрицы A�� (� = 1; 2; � = 1; 2), составленные из элементов aij , гдеi 2M�, j 2 N� . Теперь задачи (47), (48) можно записать в виде:

max(c(1)x(1) + c(2)x(2))8<: A11x(1) +A12x(2) = b(1);A21x(1) +A22x(2) � b(2);x(1) � 0

и

min(u(1)b(1) + u(2)b(2))8><>: u(1)A11 + u(2)A21 � c(1);u(1)A12 + u(2)A22 = c(2);u(2) � 0:
В силу приведенного определения, двойственной к канонической ЗЛП

max(c1x1 + c2x2 + : : : + cnxn)8>>>>><>>>>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn = b1;a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn = b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn = bm;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n)

(49)
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является ЗЛП

min(u1b1 + u2b2 + : : : + umbm)8>><>>: u1a11 + u2a21 + : : : + umam1 � c1;u1a12 + u2a22 + : : : + umam2 � c2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u1a1n + u2a2n + : : : + umamn � cn: (50)

Обратим внимание на то, что переменная ui двойственной задачи не

ограничена по знаку. В матричной форме записи задачи (49), (50) имеют

вид соответственно:

max cx� Ax = b;x � 0

и
minub;uA � c;

где x = (x1; x2; : : : xn)> — столбец переменных прямой задачи, u = (u1; u2; : : : um)

— строка двойственных переменных.

Двойственной к ЗЛП в нормальной форме

max(c1x1 + c2x2 + : : : + cnxn)8>>>>><>>>>>: a11x1 + a12x2 + : : : + a1nxn � b1;a21x1 + a22x2 + : : : + a2nxn � b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .am1x1 + am2x2 + : : : + amnxn � bm;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n)

(51)

является ЗЛП

min(u1b1 + u2b2 + : : : + umbm)8>>>>><>>>>>: u1a11 + u2a21 + : : : + umam1 � c1;u1a12 + u2a22 + : : : + umam2 � c2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .u1a1n + u2a2n + : : : + umamn � cn;ui � 0 (i = 1; 2; : : : ;m): (52)

Определение 3.2. Пара задач (51), (52) называется парой двойствен-

ных задач в симметричной форме.
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В матричной форме ЗЛП (51), (52) принимают соответственно вид:

max cx� Ax � b;x � 0

и

minub;� uA � c;u � 0:
Основные результаты теории двойственности мы докажем для пары

двойственных задач (49), (50), хотя из дальнейшего будет ясно, что эти

результаты переносятся и на задачи (47), (48).

3.2. Теорема двойственности

Лемма 3.3. Пусть ex = (ex1; ex2; : : : ; exn)> — допустимый вектор ЗЛП

(49), а eu = (eu1; eu2; : : : ; eum) — допустимый вектор ЗЛП (50), тогдаc1ex1 + c2ex2 + : : : + cnexn � eu1b1 + eu2b2 + : : : + eumbm; или cex � eub:
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Имеем� Aex = b;ex � 0

и euA � c: (53)

Так как ex � 0, то из euA � c следует euAex � cex, откуда, ввиду Aex = b,
получаем eub � cex.

Следствие 3.4. Пусть ex, eu — допустимые векторы прямой ЗЛП (49) и

двойственной ЗЛП (50) соответственно, причем значения целевых функ-

ций на них совпадают, т. е. ceu = eub. Тогда ex, eu — оптимальные векторы

задач (49) и (50) соответственно.

Следствие 3.5. Если множество M допустимых векторов прямой ЗЛП

(50) непусто и целевая функция cx не ограничена сверху на M , то мно-

жество N допустимых векторов двойственной ЗЛП (50) пусто.

Следствие 3.6. Если множество N допустимых векторов двойствен-

ной ЗЛП (50) непусто и целевая функция ub не ограничена снизу на N ,

то множество M допустимых векторов прямой ЗЛП (49) пусто.

Теорема 3.7. Если прямая ЗЛП (49) имеет оптимальный вектор, то

двойственная к ней ЗЛП (50) также имеет оптимальный вектор и зна-

чения целевых функций на них совпадают.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Не нарушая общности, можно считать, что rankA =m. Применим к ЗЛП (49) какой-либо вариант симплекс-метода, гаранти-

рующий от зацикливания. Через конечное число шагов получаем опти-

мальную базу B и оптимальный вектор ex. ПустьA = (B;N ); c = (cB; cN );
где B — базисная подматрица матрицы A, соответствующая базе B, иcB, cN — векторы, составленные из базисных и небазисных компонент

вектора c соответственно. Рассмотрим вектор цен eu = cBB�1, соответ-

ствующий базе B. Из результатов раздела 2.5 (см. утверждение 2.31)

следует, что cex = eub. Так как ex — оптимальный опорный вектор, то из

замечания 2.34 следует, что c� euA � 0, откуда euA � c.
Итак, вектор цен eu, соответствующий оптимальной базе B, удовле-

творяет условиям двойственной задачи (50), причем значения целевых

функций прямой и двойственной задач на векторах ex и eu совпадают.

Воспользовавшись следствием 3.4, получаем требуемое.

Замечание 3.8. Предложенное доказательство дает способ построения

оптимального вектора eu двойственной ЗЛП по предварительно найден-

ной оптимальной базе B прямой ЗЛП.

Пример 3.9. Составим и решим задачу, двойственную к ЗЛП из приме-

ра 2.14 на с. 37.

По определению двойственная ЗЛП имеет следующий вид:

min(6u1 + 6u2)8>><>>: 2u1 + u2 � 0;u1 + 2u2 � 2;u1 � �1;u2 � 1: (54)

Так как оптимальный вектор ex = (2; 2; 0; 0)> прямой ЗЛП соответ-

ствует базе B = h1; 2i, то eu = cBB�1 можно получить, решив систему,

полученную обращением в равенства первого и второго неравенств в

(54): �
2u1 + u2 = 1;u1 + 2u2 = 1:
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Получаем eu = (1=3 ; 1=3 ). Подставив компоненты решения в целевую функ-

цию, проверим, что оптимальные значения целевых функций прямой и

двойственной задачи (eu0 = 4) совпадают.

Упражнение 3.10. Предположим, что целевая функция cx не ограни-

чена на множестве допустимых векторов прямой ЗЛП (49). Тогда по

следствию 3.5 условия двойственной ЗЛП несовместны. Покажите, как

метод, описанный в доказательстве теоремы 3.7, позволяет найти нера-

венство двойственной ЗЛП, противоречащее некоторой неотрицательной

линейной комбинации остальных неравенств.

Замечание 3.11. Как показывает следующий пример, из несовместно-

сти условий прямой ЗЛП не следует неограниченность целевой функции

в двойственной ЗЛП, более того, не следует даже совместность условий

двойственной ЗЛП.

Пример 3.12. Рассмотрим пару двойственных задач:

maxx18<: x1 � x2 = 1;x3 = �1;x1; x2; x3 � 0; min(u1 � u2)8<: u1 � 1;�u1 � 0;u2 � 0:
Очевидно, что каждая из задач допустимых векторов не имеет.

Теорема 3.13. Если ЗЛП (50) имеет оптимальный вектор, то ЗЛП (49)

также имеет оптимальный вектор и значения целевых функций на них

совпадают.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для доказательства приведем двойственную ЗЛП

(50) к каноническому виду. Согласно разделу 1.3 будем иметь:

minubuA � c ) maxu(�b)� uA� y = c;y � 0

) max(v � w)(�b)�
(v � w)A� y = c;v; w; y � 0, max (v; w; y) � (�b; b; 0)>8>><>>: (v; w; y) �0@ A�A�E 1A = c;v; w; y � 0; (55)
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где E — единичная матрица. Задача, двойственная к (55), имеет вид:

min ct0@ A�A�E 1A � t � 0@ �bb
0

1A : (56)

Обозначая x = �t, получаем ЗЛП

max cx� Ax = b;x � 0;
которая совпала с (49).

Так как ЗЛП (50) имеет оптимальный вектор eu, то ЗЛП (55) также

имеет оптимальный вектор, скажем (ev; ew; ey). Применим к ЗЛП (55) тео-

рему 3.7. Так как (ev; ew; ey) — ее оптимальный вектор, то оптимальный

вектор et двойственной задачи (56) существует, причемeub = �(ev; ew; ey) � (�b; b; 0)> = �cet = cex;
где ex = �et. Итак, ex — допустимый вектор ЗЛП (49), причем eub = cex. По

следствию 3.4 получаем, что ex — оптимальный вектор ЗЛП (49).

Пример 3.14. Рассмотрим пару двойственных задач:

max(x1 + x2)8<: 2x1 + x2 = 1;
3x1 + 2x2 = 1;x1 � 0; x2 � 0; min(u1 + u2)�

2u1 + 3u2 � 1;u1 + 2u2 � 1:
Так как прямая задача не имеет допустимых векторов (единственное ре-

шение x1 = 1, x2 = �1 ее системы уравнений не удовлетворяет условиям

неотрицательности), а двойственная имеет (например, u1 = �1, u2 = 1),

то из теоремы 3.13 следует, что значение целевой функции на множе-

стве допустимых векторов двойственной задачи не ограничено снизу (в

этом примере оно не ограничено и сверху, в чем можно убедиться как

аналогичным образом, так и непосредственно).
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Полученные результаты о паре двойственных ЗЛП (49) и (50) мож-

но переформулировать в виде следующей теоремы, принадлежащей фон

Нейману, Гейлу1, Куну2 и Таккеру3.

Теорема 3.15 (теорема двойственности). Пусть дана пара двойствен-

ных ЗЛП (49) и (50). Тогда справедливо одно и только одно из следующих

утверждений:

а) обе задачи имеют оптимальные векторы с равными значениями

целевых функций на них;

б) одна из задач имеет допустимые векторы, но не имеет опти-

мального вектора (целевая функция не ограничена на допустимом

множестве), а условия другой задачи несовместны;

в) условия обеих задач несовместны.

Упражнение 3.16. Сформулируйте и докажите теорему двойственно-

сти для пары двойственных задач в симметричной форме (51) и (52) и

пары двойственных задач в общей форме (47) и (48).

3.3. Лемма Фаркаша и ее варианты

Докажем важный результат теории систем линейных неравенств, при-

надлежащий Ю. Фаркашу4.

Теорема 3.17 (лемма Фаркаша). Для того чтобы неравенство ub � 0

было следствием системы uA � 0, необходимо и достаточно, чтобы

система Ax = b имела решение x � 0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть x — неотрицательное решение системы Ax = b.
Домножая систему uA � 0 справа на x, получим неравенство ub � 0.

1Дэвид Гейл (род. 1922) — американский математик.
2Гарольд Вилльям Кун (род. 1925) — американский математик.
3Альберт Вилльям Таккер (1905–1995) — американский математик.
4Юлиус Фаркаш (1847–1930) — венгерский математик и механик.
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НЕОБХОДИМОСТЬ. Рассмотрим пару двойственных задач

max 0x� Ax = b;x � 0

и
minubuA � 0:

Пусть первая задача несовместна. Условиям второй задачи удовлетворяет

вектор u = 0, следовательно, вторая задача совместна. По теореме двой-

ственности получаем, что целевая функция ub второй задачи на множе-

стве допустимых векторов не ограничена снизу. Следовательно, найдется

допустимое u, для которого ub принимает отрицательные значения.

Замечание 3.18. Лемма Фаркаша описывает неравенства-следствия си-

стемы линейных неравенств uA � 0, или, что то же, uaj � 0 (j =

1; 2; : : : ; n). Домножив j-е неравенство на неотрицательное число xj ,
просуммировав по j и положив b = a1x1 + : : : + anxn = Ax, получим

неравенство-следствие ub � 0. Нетривиальная часть леммы состоит в

том, что любое неравенство-следствие можно получить таким способом.

Можно дать и неоднородный («аффинный») вариант леммы Фаркаша.

Теорема 3.19 (неоднородный вариант леммы Фаркаша). Для того что-

бы неравенство ub � Æ являлось следствием совместной системы uA �c, необходимо и достаточно, чтобы существовал такой вектор x � 0,

для которого Ax = b и cx � Æ.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть вектор x удовлетворяет условиям x � 0, Ax =b, cx � Æ. Домножая систему uA � c справа на x, получим неравенствоub � cx � Æ.
НЕОБХОДИМОСТЬ. Рассмотрим пару двойственных задач

max cx� Ax = b;x � 0

и
minubuA � c:

Из условий теоремы вторая задача совместна и целевая функция огра-

ничена снизу (величиной Æ). По теореме двойственности получаем, что

первая задача совместна, причем minub = max cx � Æ. В качестве x возь-

мем оптимальный вектор второй задачи.
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Упражнение 3.20. Дайте геометрическую интерпретацию теоремы 3.19.

Справедливы следующие варианты леммы Фаркаша.

Утверждение 3.21.

1) Для того чтобы неравенство ub � 0 было следствием системыuA � 0, u � 0, необходимо и достаточно, чтобы система Ax � b
имела решение x � 0.

2) Для того чтобы неравенство ub � Æ было следствием совмест-

ной системы uA � c, u � 0, необходимо и достаточно, чтобы

существовал вектор x � 0, для которого Ax � b, cx � Æ.
Утверждение 3.22.

1) Для того чтобы неравенство ub � 0 было следствием системыuA = 0, u � 0, необходимо и достаточно, чтобы система Ax � b
была совместной.

2) Для того чтобы неравенство ub � Æ было следствием совмест-

ной системы uA = c, u � 0, необходимо и достаточно, чтобы

сущестовал вектор x, такой, что Ax � b, cx � Æ.
Упражнение 3.23. Докажите утверждения 3.21, 3.22.

Пример 3.24. Рассмотрим прямую задачу из примера (3.14). Условия

задачи несовместны. Покажем, как можно найти u1; u2, для которых8<: 2u1 + 3u2 � 0;u1 + 2u2 � 0;u1 + u2 < 0:
Решим ЗЛП

max(�x3 � x4)8<:2x1 + x2 + x3 = 1;
3x1 + 2x2 + x4 = 1;xj � 0 (j = 1; 2; 3; 4):
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0BBBB@ �2 �5 �3 0 0

1 2 1 1 0

1 3 2 0 1

1CCCCA ; Q(1) =

0BBBB@ �1=3 0 1=3 0 5=3
1=3 0 �1=3 1 �2=3
1=3 1 2=3 0 1=3 1CCCCA :

Получаем оптимальное решение ex = (1=3 ; 0; 1=3 ; 0) и оптимальную базуB = h1; 3i. Двойственная задача имеет вид

min(u1 + u2)8>><>>:2u1 + 3u2 � 0;u1 + 2u2 � 0;u1 � �1;u2 � �1:
Ее оптимальный вектор есть решение системы�

2u1 + 3u2 = 0;u1 = �1:
Получаем искомые значения u1 = �1, u2 = 2=3 .

3.4. Дополняющая нежесткость в линейном программировании

3.4.1. Слабая форма свойства дополняющей нежесткости

Докажем важное свойство оптимальных векторов пары двойствен-

ных задач, для которых реализуется случай а) теоремы двойственности.

Теорема 3.25 (дополняющая нежесткость в слабой форме). Пусть ex иeu — допустимые векторы ЗЛП (49) и (50) соответственно. Тогда усло-

вие

(euA� c)ex = 0 (57)

является необходимым и достаточным для оптимальности каждого из

векторов ex и eu.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для допустимых векторов ex и eu выполняются соот-

ношения Aex = b, ex � 0, euA � c, поэтому (ср. (53))

(euA� c)ex = 0 , euAex = cex , eub = cex:



3.4. Дополняющая нежесткость в линейном программировании 77

В силу теоремы 3.7 последнее равенство является необходимым и доста-

точным для оптимальности ex, eu.

Следствие 3.26. Для оптимальности допустимых векторов ex, eu необ-

ходимо и достаточно, чтобы для каждого j 2 f1; 2; : : : ; ng по крайней

мере одно из неравенствexj � 0 и eu1a1j + eu2a2j + : : : + eumamj � cj
выполнялось как равенство.

Замечание 3.27. Условие (57) может быть использовано для доказа-

тельства оптимальности векторов и для построения оптимального век-

тора двойственной ЗЛП по оптимальному вектору прямой ЗЛП. Напри-

мер, если оптимальный опорный вектор прямой задачи ex невырожден,

т. е. exj > 0 при j 2 B, то из (57) следует, что для оптимального вектораeu двойственной задачи должно выполняться равенство euB = cB, откудаeu = cBB�1. Заметим, что полученное равенство совпадает с формулой

для оптимального вектора двойственной ЗЛП из доказательства теоремы

3.7. Более того, существование оптимальных векторов ex и eu, для которых

(euA� c)ex = 0, также следует из теоремы 3.7.

Пример 3.28. Докажем, что вектор eu = (7; 0; 1)> является оптимальным

для задачи

min(�3u1 � 5u2 + 11u3)8>><>>:�3u1 � 6u2 + 11u3 � �10;�u1 � 2u2 + 4u3 � �3;� u2 + 2u3 � �1:ui � 0 (i = 1; 2; 3):
Эту задачу можно рассматривать как двойственную к задаче

max(�10x1 � 3x2 � x3)8>><>>:�3x1 � x2 + x4 = �3;�6x1 � 2x2 � x3 + x5 = �5;
11x1 + 4x2 + 2x3 + x6 = 11;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; 6):



78 Глава 3. Двойственность в линейном программировании

Подставим eu в ограничения первой задачи. Неравенства�eu2 + 2eu3 � �1;eu1 � 0;eu3 � 0

выполнятся как строгие. Следовательно, компоненты ex3, ex4, ex6 опти-

мального вектора ex второй задачи должны быть нулевыми. Остальные

компоненты найдем, подставив ex в ограничения-равенства второй зада-

чи: 8<:�3ex1 � ex2 = �3;�6ex1 � 2ex2 + ex5 = �5;
11ex1 + 4ex2 = 11;

откуда ex = (1; 0; 0; 0; 1; 0)>. По теореме 3.25 векторы ex и eu — оптималь-

ные.

Упражнение 3.29. Сформулируйте и докажите аналог теоремы 3.25 для

пары двойственных задач в симметричной форме (51) и (52) и пары двой-

ственных задач в общей форме (47) и (48).

Пусть ex, eu — допустимые векторы ЗЛП (49) и (50) соответственно. Из

условий Aex = b, ex � 0 следует, что вектор b является неотрицательной

линейной комбинацией столбцов a1; a2; : : : ; an матрицы A с коэффици-

ентами ex1; ex2; : : : ; exn. Из следствия 3.26 получаем, что ex, eu оптимальны

тогда и только тогда, когда для тех j, для которых j-е ограничение ЗЛП

(50) выполняется строго (т. е. eujaj > cj), коэффициент exj этой линейной

комбинации равен нулю. Отсюда получаем

Следствие 3.30. Допустимый вектор eu является оптимальным векто-

ром ЗЛП (50) тогда и только тогда, когда вектор b раскладывается в

неотрицательную линейную комбинацию тех столбцов матрицы A, для

которых соответствующее ограничение выполняется как равенство.

Дадим геометрическую интерпретацию этому результату. На рисунке

3.1 изображена часть границы области допустимых значений uA � c,
линия уровня ub = u0 целевой функции ub и векторы �a1, �a2, �b.
Точка eu соответствует оптимальному вектору, причем eu удовлетворяет

как равенствам только первому и второму ограничениям. Мы видим, чтоb раскладывается в неотрицательную линейную комбинацию векторов a1

и a2.
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beu �a1

�a2 �b = �ex1a1 � ex2a2

ua
1

= c
1

ua2 = c2 ub
= u

0

Рис. 3.1

3.4.2. Сильная форма свойства дополняющей нежесткости

Из свойства дополняющей нежесткости в слабой форме следует, что

для любых двух оптимальных векторов ex, eu задач (49), (50) соответствен-

но для каждого j 2 f1; 2; : : : ; ng по крайней мере одно из неравенствexj � 0 и euaj � cj
выполняется как равенство. Свойство дополняющей нежесткости в силь-

ной форме заключается в том, что всегда найдется такая пара оптималь-

ных векторов ex, eu, что для любого j 2 f1; 2; : : : ; ng в равенство обраща-

ется ровно одно из указанных неравенств. Вначале докажем следующий

вспомогательный результат.

Лемма 3.31. Пусть условия каждой из задач (49) и (50) совместны.

Тогда для каждого j 2 f1; 2; : : : ; ng существуют оптимальные векторыex = (ex1; : : : ; exn)>, eu этих задач, такие, чтоexj > 0 или euaj > cj :
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть x0 = u0 — значения оптимумов в ЗЛП (49),

(50).
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Рассмотрим пару двойственных задач

maxxj8<: Ax = b;cx � x0;x � 0

и

min(ub� �x0)� uA� �c � ej ;� � 0; (58)

где x — столбец переменных первой задачи, (u; �) = (u1; : : : ; un; �) —

строка переменных второй задачи, а ej — вектор-строка, у которого все

компоненты, кроме j-й, равны 0, а j-я равна 1. Заметим, что допустимое

множество первой задачи совпадает с множеством оптимальных векто-

ров ЗЛП (49). По условию леммы это множество непусто. Если оно со-

держит вектор ex = (ex1; : : : ; exn)>, для которого exj > 0, то лемма доказана.

В противном случае для всякого оптимального вектора x задачи (49)

выполнено равенство xj = 0. Тогда оптимальное значение целевой функ-

ции в обеих ЗЛП (58) равно 0. В частности, для оптимального вектора

(u; �) второй задачи справедливоub� �x0 = 0; uA� �c � ej ; � � 0: (59)

Возможны два случая:� Если � = 0, то пусть eu = u + v, где v — произвольный оптимальный

вектор ЗЛП (50). В силу (59)euA = uA + vA � ej + c; eub = ub + vb = 0 + u0:� Если � > 0, то пусть eu =
1�u. В силу (59)euA =

1�uA � c +
1�ej ; eub =

1�ub = x0 = u0:
Итак, в обоих случаях eu — оптимальный вектор ЗЛП (50) (так какeub = u0), причем euaj > cj .

Теорема 3.32 (дополняющая нежесткость в сильной форме).

Пусть условия каждой из задач (49) и (50) совместны. Тогда суще-

ствуют оптимальные векторы ex, eu этих задач, такие, что для любого



3.5. Множители Лагранжа 81j 2 f1; 2; : : : ; ng в равенство обращается ровно одно из пары нера-

венств: exj � 0 и euaj � cj :
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 3.31 для каждого j 2 f1; 2; : : : ; ng суще-

ствуют оптимальные векторы ex(j), eu(j), такие, чтоex(j)j > 0 или eu(j)aj > cj :
Положим ex =

1n n
∑j=1

ex(j); eu =
1n n

∑j=1

eu(j):
Очевидно, ex, eu удовлетворяют условиям теоремы.

Определение 3.33. Ограничение-неравенство называется жестким в

ЗЛП, если для всякого оптимального вектора этой ЗЛП оно выполняется

как равенство, и нежестким в противном случае.

Следствие 3.34. Пусть условия каждой из задач (49) и (50) совместны.

Тогда в каждой паре ограниченийxj � 0 и uaj � cj
одно неравенство жесткое, а одно нежесткое.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий теорему 3.32 и следствие 3.34.

На рис. 3.2 изображены часть границы области допустимых значенийuA � c двойственной задачи и векторы, противоположные к a1, a2 = b,a3. Неравенство ua2 = c2 — жесткое. Оптимальными точками являются,

например, eu, eu0, eu00. Пусть все компоненты вектора ex равны нулю, кроме

второй, которая равна 1. Так как b = a2, то по теореме о дополняющей

нежесткости ex — оптимальный вектор прямой задачи. Заметим, что ex, eu
удовлетворяют условиям теоремы 3.32, в то время как eu0, eu00 не удовле-

творяют условиям этой теоремы ни при каком ex.

3.5. Множители Лагранжа

Напомним, что метод множителей Лагранжа5 используется в матема-

тическом анализе для нахождения экстремума непрерывно-дифференци-

руемой функции f (x1; : : : ; xn) при ограничениях вида gi(x1; : : : ; xn) = 0

5Жозеф Луи Лагранж (1736–1813) — французский математик и механик.
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3.6. Двойственный симплекс-метод

Теорема двойственности и теорема о дополняющей нежесткости под-

сказывают, что симплекс-метод, примененный к двойственной задаче,

может дать и решение прямой задачи (по крайней мере, если обе ЗЛП

имеют допустимые векторы). Различные реализации этой идеи приво-

дят к семейству процедур, объединяемых под названием «двойственный

симплекс-метод». В отличие от них, методы решения ЗЛП, рассмотрен-

ные в главе 2, образуют семейство алгоритмов, объединяемых под назва-

нием «прямой симплекс-метод».

3.6.1. Двойственный симплекс-метод в строчечной форме

Рассмотрим каноническую задачу (49). Пусть B = hj1; : : : ; jmi —

некоторая база, Q = (qij) — соответствующая симплекс-таблица, ex —

соответствующий опорный вектор.

Определение 3.43. Если q0j � 0 (j = 1; 2; : : : ; n), то база B называет-

ся двойственно допустимой базой, или псевдобазой, таблица Q — двой-

ственно допустимой таблицей, а вектор ex — двойственно допустимым

опорным вектором, двойственно допустимым базисным решением, или

псевдопланом.

Идея двойственного симплекс-метода состоит в том, чтобы, переходя

от одной двойственно допустимой базы к другой, получить такую базу,

для которой qi0 � 0 (i = 1; 2; : : : ;m).

Алгоритм 3. Двойственный симплекс-метод в строчечной форме

Шаг 0. Начать с двойственно допустимой базы B и соответствующей

ей таблицы Q.

Шаг 1. Если qi0 � 0 (i = 1; 2; : : : ;m) — конец. Опорный вектор, соот-

ветствующий базе B, оптимален. Иначе выбрать такое r, чтоqr0 < 0.

Шаг 2. Если qrj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n) — конец. Условия задачи несов-

местны. Иначе выбрать такое s, чтоq0sjqrsj = min

� q0jjqrj j : qrj < 0 (j = 1; 2; : : : ; n)

� : (68)
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Шаг 3 (шаг гауссова преобразования). Поделить r-ю строку матрицы Q
на qrs. Для каждого i 2 f0; 1; : : : ;mgnfrg из i-й строки вычестьr-ю, умноженную на qis.

Шаг 4. В B = hj1; : : : ; jmi в качестве jr взять s. Вернуться на шаг 1.

Определение 3.44. Как и ранее, переход от текущей базы к соседней

в алгоритме 3 называется итерацией. Столбец s, строка r и элемент qrs
называются направляющими.

Нетрудно проверить, что выбор направляющего столбца s по фор-

муле (68) гарантирует сохранение двойственной допустимости и умень-

шение значения целевой функции при q0s > 0. Также очевидно, что на

шаге 2, если qrj � 0 (j = 1; 2; : : : ; n), то (так как qr0 < 0, xj � 0) задача

несовместна.

Пример 3.45. Решим двойственным симплекс-методом ЗЛП

max(�x1 � x2 � x3 � x4)8<:�x1 + x2 � 2x3 + 2x4 + x5 = �1;x1 � 2x2 + 3x3 � 4x4 + x6 = �2;xj � 0 (j = 1; 2; : : : ; 6):
Выбрав за базу B = h5; 6i, получим исходную двойственно допусти-

мую таблицу0BBB@ 0 1 1 1 1 0 0�1 �1 1 �2 2 1 0�2 1 �2 3 �4 0 1

1CCCA :
Выбирая r, соответствующее наименьшему из qi0, получим r = 2, и далее

по (68) имеем s = 4:0BBBB@ �1=2 5=4 1=2 7=4 0 0 1=4�2 �1=2 0 �1=2 0 1 1=2
1=2 �1=4 1=2 �3=4 1 0 �1=4 1CCCCA :
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Теперь r = 1, s = 1:0B@ �11=2 0 1=2 1=2 0 5=2 3=2
4 1 0 1 0 �2 �1

3=2 0 1=2 �1=2 1 �1=2 �1=2 1CA :
Последняя таблица соответствует оптимальному вектору (4; 0; 0; 3=2 ; 0; 0)>.

Замечание 3.46. Пусть ex — опорный вектор задачи (49), соответствую-

щий базеB, и пусть A = (B;N ), c = (cB; cN ), где B — подматрица, обра-

зованная базисными столбцами, а cB, cN — векторы, составленные из ба-

зисных и небазисных компонент вектора c соответственно. Рассмотрим

вектор цен eu = cBB�1, соответствующий базе B. Если база B — двой-

ственно допустимая, то вектор относительных оценок неотрицателен и

из утверждения 2.31 следует, что c� euA � 0. Таким образом, вектор ценeu, соответствующий двойственно допустимому опорному вектору ex, яв-

ляется допустимым вектором двойственной задачи (50). Можно сделать

вывод, что движению по двойственно допустимым опорным векторам

прямой задачи в двойственном симплекс-методе соответствует движение

по допустимым опорным векторам двойственной задачи.

Замечание 3.47. Двойственный симплекс-метод удобно применять, ес-

ли решается последовательность задач, отличающихся только векторомb, так как в этом случае оптимальный вектор предыдущей задачи будет

двойственно допустимым вектором последующей задачи.

3.6.2. Двойственный симплекс-метод в столбцовой форме

Двойственный симплекс-метод, как и прямой, можно реализовать как

в строчечной, так и в столбцовой форме. Приведем пошаговое описание

двойственного симплекс-метода в столбцовой форме, который будет ин-

тенсивно использоваться в главе 5.

Алгоритм 4. Двойственный симплекс-метод в столбцовой форме

Шаг 0. Начать с двойственно допустимой базы. ПустьN = hk1; : : : ; kn�mi
— некоторый упорядоченный набор номеров небазисных пере-

менных, а T — соответствующая столбцовая симплекс-таблица.



Глава 4

Транспортная задача

4.1. Постановка задачи и основные свойства

В настоящей главе изучается так называемая классическая транспортная

задача, в англоязычной литературе известная также как задача Хитч-

кока–Купманса1.

Пусть на m складах имеются различные количества некоторого това-

ра, который необходимо доставить в n пунктов назначения. Точнее, i-й
склад располагает количеством товара, равным ai, тогда как j-й пункт

назначения должен получить bj единиц товара. Предполагается, что сум-

марный спрос равен суммарному предложению, т. е.m
∑i=1

ai =
n
∑j=1

bj : (71)

Кроме величин ai, bj заданы величины cij , представляющие собой за-

траты на перевозку единицы груза от i-го склада до j-го пункта назна-

чения. Требуется определить количества единиц товара xij , подлежащих

транспортировке от i-го склада в j-й пункт назначения (i = 1; : : : ;m;j = 1; : : : ; n), чтобы при этом все запасы были исчерпаны, потребители

удовлетворены и был достигнут минимум суммарных затрат.

1Франк Л. Хитчкок (1875–1957) — американский физик и математик.
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Получаем следующую ЗЛП, называемую транспортной задачей в за-

крытой форме или просто транспортной задачей:

min

�m
∑i=1

n
∑j=1

cijxij�8>>><>>>: n
∑j=1

xij = ai (i = 1; : : : ;m);m
∑i=1

xij = bj (j = 1; : : : ; n);xij � 0 (i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n): (72)

Развернем встречающиеся суммы и обратим внимание на специальный

вид матрицы ограничений:

min(c11x11 + : : : + c1nx1n + : : : + cm1xm1 + : : : + cmnxmn)8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
x11 + : : : + x1n = a1;

+ x21 + : : : + x2n = a2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ xm1 + : : : + xmn = am;x11 + x21 + xm1 = b1;x12 + x22 + xm2 = b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x1n + x2n + xmn = bn;xij � 0 (i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n):

Используя матричную нотацию, транспортную задачу можно записать в

виде

min cx� Ax = b;x � 0;
где b = (a1; a2; : : : ; am; b1; b2; : : : ; bn)>;c = (c11; c12; : : : ; c1n; c21; c22; : : : ; c2n; : : : ; cm1; cm2; : : : ; cmn);x = (x11; x12; : : : ; x1n; x21; x22; : : : ; x2n; : : : ; xm1; xm2; : : : ; xmn)>;



98 Глава 4. Транспортная задача

A =

0BBBBBBBBBBB@
1 1 : : : 1

1 1 : : : 1

1 1 : : : 1

1 1 1

1 1 1

. . .
. . .

. . .

1 1 1

1CCCCCCCCCCCA :
Заметим, что матрица A имеет размеры (m + n) � (m � n). Компоненты

вектора x и вектора цен c удобно сообрать соответственно в матрицыX = (xij) и C = (cij ) размера m� n.

Мы видим, что транспортная задача является частным случаем ЗЛП и

может быть решена общими методами, описанными выше, однако специ-

альный вид матрицы ограничений позволяет предложить более удобную

для использования модификацию симплекс-метода.

Утверждение 4.1. Для совместности задачи (72) необходимо и доста-

точно выполнение следующих условий:ai � 0; bj � 0 (i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n);m
∑i=1

ai =
n
∑j=1

bj :
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость очевидна. Для доказательства доста-

точности рассмотрим допустимый вектор x, в которомxij =
aibjS (i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n); где S =

m
∑i=1

ai;
если S 6= 0, и xij = 0 в противном случае.

Утверждение 4.2. Ранг матрицыA ограничений транспортной задачи

(72) равен m + n� 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Строки матрицы A образуют линейно зависимую

систему, так как сумма первых m строк совпадает с суммой послед-

них n строк, поэтому rankA � m + n � 1. С другой стороны, минор
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(m + n� 1)-го порядка, составленный из столбцов, соответствующих пе-

ременным x1n; x2n; : : : ; xmn; x11; x12; : : : ; x1;n�1, и всех строк, за исклю-

чением последней, имеет вид������������������
1 1 1 : : : 1

1

. . .

1

1

1

. . .

1

������������������ = 1;
поэтому rankA � m + n� 1.

4.2. Унимодулярные матрицы

Определение 4.3. Квадратная целочисленная матрица называется уни-

модулярной, если ее определитель равен �1. Целочисленная (не обяза-

тельно квадратная) матрица называется вполне унимодулярной, если лю-

бой ее минор равен �1 или 0.

Утверждение 4.4. Матрица ограниченийA транспортной задачи вполне

унимодулярна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отметим следующие свойства матрицы A:

1) Элементы матрицы — нули и единицы.

2) Каждый столбец содержит ровно две единицы.

3) Сумма первых m строк (назовем их строками 1-й группы) совпада-

ет с суммой последних n строк (назовем их строками 2-й группы).

Очевидно, что любой минор 1-го порядка равен 0 или 1. В предпо-

ложении, что всякий минор k-го порядка равен �1 или 0, докажем, что

таким же свойством обладает произвольный минор M порядка (k + 1).

Пусть в этом миноре нашелся столбец, содержащий ровно одну единицу.

Раскрывая M по этому столбцу и используя предположение индукции,
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получаем, что M равен �1 или 0. Теперь предположим, что в M нет ни

одного столбца с одной единицей. Тогда из свойств 2) и 3) получаем, что

сумма строк минора M , соответствующих строкам матрицы A 1-й груп-

пы, равна сумме строк, соответствующих строкам 2-й группы, поэтомуM = 0.

Упражнение 4.5. Пусть каждый столбец целочисленной матрицы A с

элементами �1; 0 содержит не более двух ненулевых элементов, при-

чем строки матрицы можно разбить на две группы, такие, что в каждом

столбце ненулевые элементы одного знака находятся в строках из разных

групп, а ненулевые элементы разных знаков — в одной группе. Доказать,

что матрица A вполне унимодулярна.

Следствие 4.6. Если в условиях транспортной задачи (72) коэффици-

енты ai и bj целые (i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n), то любой опорный

вектор этой задачи целочислен.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Небазисные переменные допустимого опорного век-

тора равны нулю, а базисные получаются в результате решения систе-

мы линейных уравнений BxB = bB с невырожденной матрицей B. По

предыдущему утверждению detB = �1, поэтому из формул Крамера

следует, что компоненты xB целочисленны.

Следствие 4.7. Любой конечный вариант симплекс-метода, применен-

ный к транспортной задаче (72), в которой ai 2 Z и bj 2 Z (i =

1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n), либо устанавливает несовместность ее усло-

вий, либо находит целочисленный оптимальный вектор.

4.2.1. Задача о назначениях

Следствие 4.6 имеет большое значение, так как известно много задач,

сводящихся к транспортной задаче с дополнительным условием цело-

численности решения. В качестве примера рассмотрим так называемую

задачу о назначениях.

Пусть имеется n работ и n механизмов и задана производительностьcij i-го механизма на j-й работе (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; n). Требует-

ся установить взаимно однозначное соответствие между механизмами и

работами так, чтобы общая производительность была максимальной.
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Для построения математической модели введем переменные xij , при-

нимающие значение 0 или 1 в зависимости от того, назначен или нет i-й
механизм на j-ю работу. Получаем следующую задачу:

max
n
∑i=1

n
∑j=1

cijxij (73)n
∑i=1

xij = 1 (j = 1; 2; : : : ; n); (74)n
∑j=1

xij = 1 (i = 1; 2; : : : ; n); (75)xij 2 f0; 1g : (76)

Ввиду (74) условие (76) можно заменить условиямиxij � 0 (77)xij 2 Z (i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ; n): (78)

По следствию 4.6 ограничения (78) можно опустить. Итак, для решения

задачи о назначениях (73)–(76) достаточно решить транспортную задачу

(73)–(75), (77).

4.3. Графовая характеристика допустимых векторов

Обозначим через pij столбец матрицы A, соответствующий перемен-

ной xij . Заметим, чтоpij = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0)>;
где единицы стоят на i-м и (m + j)-м местах, а на остальных местах —

нули. Пусть pi1j1
; pi2j2

; : : : ; pitjt (79)

— некоторая система столбцов матрицы A. Построим по этой системе

граф следующим образом. Вершинами графа будут точки (i; j) декарто-

вой плоскости, для которых соответствующий им столбец pij входит в

данный набор. Две вершины соединим ребром, если они лежат на одной
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горизонтали или вертикали и между ними нет других вершин графа. Рас-

сматриваемый граф удобно изображать поверх таблиц X и C: вершина

графа, соответствующая столбцу pij , помещена в центр клетки (i; j).
Например, системе p11; p21; p22; p31; p33 соответствует граф:

b

b

b

b

b

(1; 1)

(2; 1)

(3; 1)

(2; 2)

(3; 3)

Утверждение 4.8. Для того чтобы система (79) была линейно незави-

симой, необходимо и достаточно, чтобы соответствующий этой си-

стеме граф не содержал циклов.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

НЕОБХОДИМОСТЬ. Предположим, что в графе есть цикл, образованный

вершинами

(i0; j0); (i1; j1); : : : ; (it; jt); (80)

перечисленными в порядке обхода (i0 = it, j0 = jt). В цикле (80) могут

быть вершины двух типов. Вершину (ik; jk) назовем угловой, если сосед-

ние с ней вершины (ik�1; jk�1) и (ik+1; jk+1) не лежат на одной горизон-

тали или вертикали. В противном случае вершина неугловая. (Например,

в цикле

b b b

b b

(2; 1) (2; 3)

(1; 1) (1; 2) (1; 3)

вершины (1; 1), (1; 3), (2; 3), (2; 1) — угловые, а вершина (1; 2) — неуг-

ловая.) Если в (80) нет неугловых вершин, то, очевидно, что t четно и

справедливо равенствоpi1j1
� pi2j2

+ : : :� pitjt = 0:
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Если же (80) содержит неугловые вершины, то, предварительно исклю-

чив их, можно записать аналогичное равенство. В обоих случаях система

(79) линейно зависима.

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Пусть система (79) линейно зависима. Тогда найдется

нетривиальный набор чисел �1; : : : ; �t, такой, что�1pi1j1
+ : : : + �tpitjt = 0: (81)

Пусть �k 6= 0 для некоторого k 2 f1; 2; : : : ; tg. Так как ik-я и (m + jk)-я

компоненты столбца pikjk равны 1, то для того, чтобы векторное равен-

ство (81) выполнялось, необходимо, чтобы в системе (80) нашлись стол-

бец, у которого ik-я компонента равна 1, и столбец, у которого (m+ jk)-я
компонента равна 1. Таким образом, всякая вершина (ik; jk) с �k 6= 0

смежна двум другим вершинам. Ввиду конечности числа вершин в гра-

фе он содержит цикл.

Следствие 4.9. Пусть t = m + n � 1. Для того чтобы система (79)

образовывала столбцовую базу матрицы A ограничений транспортной

задачи, необходимо и достаточно, чтобы соответствующий этой си-

стеме граф не содержал циклов.

Замечание 4.10. Распознать, образует ли система (79) столбцовую ба-

зу матрицы A, можно с помощью еще одного графа, который построим

следующим образом. Возьмем m вершин U1; U2; : : : ; Um, соответствую-

щих складам, и n вершин V1; V2; : : : ; Vn, соответствующих пунктам на-

значения. Вершину Ui соединим ребром с вершиной Vj в том и только

в том случае, если соответствующий этим вершинам столбец pij входит

в набор (79) (кроме этих ребер других ребер в графе нет). Аналогично

утверждению 4.8 можно показать, что система (79) линейно независима

тогда и только тогда, когда построенный граф не содержит циклов.

4.4. Получение начального допустимого опорного вектора

С каждой столбцовой базой транспортной задачи свяжем упорядочен-

ный набор B, состоящий из пар вида (i; j), где pij — столбец матрицыA, входящий в базу. Так, например, если система (79) образует базу, тоB = h(i0; j0); (i1; j1); : : : ; (it; jt)i :



104 Глава 4. Транспортная задача

Как и ранее, для краткости B тоже будем называть базой.

Рассмотрим два способа построения начального допустимого опор-

ного вектора.

4.4.1. Метод северо-западного угла

Метод заключается в заполнении матрицы X , начиная с клетки, рас-

положенной в левом верхнем углу, по следующим правилам.

Алгоритм 5. Метод северо-западного угла

Шаг 0. Положить xij = 0, eai = ai, ebj = bj (i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n),B = /0. Установить i = 1, j = 1.

Шаг 1. В B добавить (i; j).
Шаг 2. Если eai < ebj или eai = ebj , i < n, то положить xij = eai, ebj =ebj � eai, увеличить i на 1. Иначе положить xij = ebj , eai = eai � ebj

и увеличить j на 1.

Шаг 3. Если i � m и j � n, то перейти на шаг 1. Иначе — конец. БазаB
и начальный допустимый опорный вектор X = (xij ) построены.

Заметим, что в результате работы описанной процедуры может быть

построен X , такой, что xij = 0 для некоторых пар (i; j) 2 B, т. е. B
вырождена (это случится при eai = 0 или ebj = 0).

Очевидно, что шаг 1 алгоритма 5 будет выполняться m + n � 1 раз.

При заполнении очередной клетки мы переходим либо к соседней спра-

ва, либо к соседней снизу, откуда следует, что граф, соответствующий

построенному множеству B, не содержит циклов. Поскольку ясно, что

ограничения транспортной задачи выполнены, то B является допусти-

мой базой.

Пример 4.11. Рассмотрим транспортную задачу, в которойa1 = 65; a2 = 50; a3 = 70;b1 = 40; b2 = 85; b3 = 60;c11 = 4; c12 = 5; c13 = 6;c21 = 2; c22 = 3; c23 = 1;c31 = 3; c32 = 3; c33 = 3:
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Компактно исходные данные и компоненты найденного по методу се-

веро-западного угла начального допустимого вектора запишем в виде

следующей таблицы.

4 5 6

2 3 1

3 3 3

65

50

70

40 85 60

40 25

50

10 60

b b

b

b b

Слева от таблицы указаны величины ai, сверху записаны bj . В левом

верхнем углу каждой клетки (i; j) стоит cij . Если (i; j) 2 B, то в правом

нижнем углу соответствующей клетки записана величина xij . Построена

база B = h(1; 1); (1; 2); (2; 2); (3; 2); (3; 3)i :
4.4.2. Метод минимального элемента

В методе минимального элемента используется эвристическое сооб-

ражение, по которому сначала заполняются клетки xij с меньшим значе-

нием cij .
Алгоритм 6. Метод минимального элемента

Шаг 0. Присвоить всем xij значение 0. Положить eai = ai, ebj = bj
(i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n), B = /0, I = f1; 2; : : : ;mg,J = f1; 2; : : : ; ng.

Шаг 1. Выбрать r, s, такие, что2crs = min fcij : i 2 I; j 2 Jg : (82)

Добавить (r; s) в B.

2В случае неоднозначности среди всех r и s, удовлетворяющих (82), можно выбрать

любые.
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Шаг 2. Если ear < ebs или ear = ebs, jI j > 1, то исключить r из I и

положить xrs = ear, ear = 0, ebs = ebs � xrs. Иначе исключить s изJ и положить xrs = ebs, ear = ear � xrs, ebs = 0.

Шаг 3. Если I 6= /0 и J 6= /0, то перейти на шаг 1, иначе — стоп: база B и

начальный допустимый опорный вектор X = (xij) построены.

Пример 4.12. Рассмотрим задачу из примера 4.11. Метод минимально-

го элемента приводит к следующей базе и следующей таблице:B = h(2; 3); (3; 1); (3; 2); (1; 2); (1; 3)i
4 5 6

2 3 1

3 3 3

65

50

70

40 85 60

50

55 10

40 30
b b

b b

b

Очевидно, что метод минимального элемента сводится к методу се-

веро-западного угла, если перенумеровать склады и пункты назначения

в соответствии с порядком удаления элементов из множеств I , J соот-

ветственно. Отсюда следует, что алгоритм 6 приводит к начальной допу-

стимой базе B.

4.5. Пересчет опорного вектора при изменении базы

Пусть X — опорный вектор, соответствующий базеB = h(i1; j1); (i2; j2); : : : ; (im+n�1; jm+n�1)i :
Добавим к базе еще один элемент (i; j), тогда граф, соответствующий по-

лученной системе, по утверждению 4.8 содержит цикл, очевидно, един-

ственный. Для определенности будем считать, что угловыми элементами

этого цикла являются

(i; j); (i1; j1); (i2; j2); : : : ; (is�1; js�1);
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причем i = i1; j1 = j2; : : : ; is�2 = is�1; js�1 = j
(см. рис. 4.1). Заметим, что s — четно.

b b

b b

b

(i; j) (i1; j1)

(i2; j2)

(is�2; js�2)

(is�1; js�1)

Рис. 4.1

Определим вектор X 0 = (x0ij ) следующим образом:x0ij = xij + �; x0i1j1
= xi1j1

� �; x0i2j2
= xi2j2

+ �; : : : ; x0is�1js�1
= xis�1js�1

� �;
где � — некоторое положительное число. Остальные компоненты вектораX 0 будут совпадать с соответствующими компонентами X . Очевидно,X 0 удовлетворяет всем ограничениям транспортной задачи (72), кроме,

быть может, ограничений x0ij � 0. Для того чтобы эти ограничения были

выполнены, необходимо и достаточно, чтобыxikjk � � � 0 (k = 1; 3; : : : ; s� 1): (83)

Если положить � = min fxikjk : k = 1; 3; : : : ; s� 1g ;
то, очевидно, условие (83) будет выполнено и, кроме того, хотя бы одна

из компонент, для определенности x0ir;jr , обратится в нуль. В базе B за-

меним (ir; jr) на (i; j). Полученная таким образом база B0 соответствует

допустимому опорному вектору X 0. Заметим, что база B0 невырождена

тогда и только тогда, когда (ir; jr) определяется единственным образом.
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4.6. Метод потенциалов

В этом разделе мы опишем способ нахождения элемента, вводимого в

базу. Этот способ называется методом потенциалов. Метод потенциалов

разработан в 1940 г. Л.В. Канторовичем и М.К. Гавуриным3. Независимо

метод открыли Ф. Хитчкок (1941 г., наброски алгоритма) и Т. Купманс

(1949 г.).

Идея метода заключается в следующем. Для текущей базы B нахо-

дятся соответствующие ей цены (см. определение на стр. 55), называе-

мые в данном случае потенциалами. Затем с помощью этих цен, исполь-

зуя утверждение 2.31, строятся текущие относительные оценки, среди

которых выбирается отрицательная.

Прежде чем переходить к более детальному описанию метода, обра-

тим внимание на две важные детали. Во-первых, строки матрицы A ли-

нейно зависимы, поэтому для нахождения цен u мы воспользуемся заме-

чанием 2.35. Во-вторых, транспортная задача сформулирована как задача

на минимум, поэтому условие оптимума приобретает вид c� uA � 0.

Перейдем к более детальному описанию метода потенциалов. Обо-

значим потенциалы, соответствующие верхним m строкам матрицы A,

через ui (i = 1; 2; : : : ;m), а потенциалы, соответствующие нижним n
строкам матрицы A, через vj (j = 1; 2; : : : ; n). Напомним, что строки

матрицы A линейно зависимы. Согласно замечанию 2.35 в качестве цен

(потенциалов) можно взять произвольное решение системы u eB = cB,

которая в нашем случае имеет вид:ui + vj = cij (i; j) 2 B:
Ранг этой системы совпадает с рангом матрицы A и равен m + n � 1,

следовательно, количество свободных переменных равно 1. Оказывает-

ся, в качестве свободной переменной можно выбрать любую, полагая ее

равной произвольному значению. Действительно, в силу того, что граф,

соответствующий базе B, связен и не содержит циклов, по этому значе-

нию однозначно определяются величины остальных потенциалов.

Формула bc = c � uA для нахождения относительных оценок bcij в

нашем случае приобретает вид: bcij = cij � ui � vj . Если bcij � 0 (i =

1; 2; : : : ;m, j = 1; 2; : : : ; n), т. е.ui + vj � cij (i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n); (84)

3Марк Константинович Гавурин (1911–1992) — советский математик.
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то текущая базаB оптимальна. В противном случае выберем произволь-

ную пару (i; j) =2 B, для которой bcij < 0, и по способу, описанному в

разделе 4.5, найдем элемент, выводимый из B.

Замечание 4.13. Запишем ЗЛП, двойственную (72). Обозначим пере-

менные двойственной задачи, соответствующие верхним m строкам мат-

рицы A, через ui (i = 1; 2; : : : ;m), а переменные, соответствующие ниж-

ним n строкам матрицы A, — через ui (i = 1; 2; : : : ;m). Двойственная

ЗЛП выглядит следующим образом:

max

�m
∑i=1

aiui +
n
∑j=1

bjvj�ui + vj � cij (i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n):
Заметим, что условия оптимальности (84) текущей базы совпадают с

условиями допустимости вектора (u1; : : : ; um; v1; : : : ; vn).

Для предотвращения зацикливания в методе потенциалов удобно при-

менять правило Бленда.

Пример 4.14. Решим методом потенциалов транспортную задачу из при-

мера 4.11, опираясь на начальную базуB(0) = h(2; 3); (3; 1); (3; 2); (1; 2); (1; 3)i ;
найденную в примере 4.12.

Для потенциалов получаем систему уравнений8>>>><>>>>: u1 + v2 = 5;u1 + v3 = 6;u2 + v3 = 1;u3 + v1 = 3;u3 + v2 = 3;
из которой, полагая u1 = 0, последовательно находим v2 = 5, v3 = 6, u2 =�5, u3 = �2, v1 = 5. Ограничение ui + vj � cij не выполнится, например,

при i = 1, j = 1. Поэтому вводим (1; 1) в базу. Чтобы определить, какой

элемент будет выведен из базы, найдем возникший цикл:
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4 5 6

2 3 1

3 3 3

65

50

70

40 85 60 u1 = 0u2 = �5u3 = �2v 1
=
5 v 2

=
5 v 3

=
6

55 10

50

40 30

b b

bb

+ �
+�

Минимальным среди элементов xij , стоящих в клетках, отмеченных сим-

волом «�», является x31 = 40, поэтому исключим (3; 1) из базы. Получа-

ем новую базу B(1) = h(2; 3); (1; 1); (3; 2); (1; 2); (1; 3)i и пересчитываем

опорный вектор:

4 5 6

2 3 1

3 3 3

65

50

70

40 85 60

0�5�2

4 5 6

40 15 10

50

70

b b

bb

+ �
+�

Вычислим текущее значение потенциалов. Как и выше, значения пере-

менных ui запишем справа от таблицы, а значения переменных vj — сни-

зу от таблицы. Ограничение ui + vj � cij не выполняется при i = j = 3.

Поэтому вводим в базу (3; 3). Чтобы определить, какой элемент будет

выведен из базы, в образовавшемся цикле среди xij , отмеченных знаком

«�», определим минимальный. Им является x13 = 10, поэтому исключим

(1; 3) из базы. Получаем новую базуB(2) = h(2; 3); (1; 1); (3; 2); (1; 2); (3; 3)i,
пересчитываем опорный вектор и текущие значения потенциалов:
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4 5 6

2 3 1

3 3 3

65

50

70

40 85 60

0�4�2

4 5 5

40 25

50

60 10

Все неравенства ui + vj � cij выполнены, следовательно, текущий опор-

ный вектор оптимален. Его компоненты равны x11 = 40, x12 = 25, x23 =

50, x32 = 60, x33 = 10, x13 = x21 = x22 = x31 = 0. Значение целевой

функции равно 4 � 40 + 5 � 25 + 1 � 50 + 3 � 60 + 3 � 10 = 545.

Пример 4.15. Рассмотрим пример решения вырожденной задачи. При-

ведем соответствующие таблицы. Начальный опорный вектор найдем

методом минимального элемента.
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3 4 3

4 6 6
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40 85 60
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35 40
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50
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4.7. Задачи

4.1. Рассмотрим вариант транспортной задачи, в которой суммарное ко-

личество товара на складах может превышать суммарные потреб-

ности потребителей. Требуется так организовать перевозку, чтобы

потребители были удовлетворены и был достигнут минимум сум-

марных затрат. Мы приходим к ЗЛП

min

�m
∑i=1

n
∑j=1

cijxij�8>>><>>>: n
∑j=1

xij � ai (i = 1; : : : ;m);m
∑i=1

xij = bj (j = 1; : : : ; n);xij � 0 (i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n); (85)

называемой транспортной задачей в открытой форме4. Докажите,

что задача (85) совместна тогда и только тогда, когдаai � 0; bj � 0 (i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; : : : ; n);m
∑i=1

ai � n
∑j=1

bj :
Докажите, что такую задачу можно свести к транспортной зада-

че в закрытой форме путем введения дополнительных перемен-

ных xi;n+1 (i = 1; 2; : : : ;m), соответствующих новому (фиктивно-

му) пункту назначения с параметрамиbn+1 =
m
∑i=1

ai � n
∑j=1

bj ; ci;n+1 = 0 (i = 1; 2; : : : ;m):
4.2. Привести задачу (85) к каноническому виду и выписать матрицу

ограничений полученной задачи. Доказать целочисленность допу-

стимых опорных векторов этой задачи при условии ai 2 Z (i =

1; 2; : : : ;m), bj 2 Z (j = 1; 2; : : : ; n).

4Строго говоря, транспортной задачей в открытой форме называют любую задачу, по-

лученную из (72) заменой хотя бы одного равенства на неравенство.
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4.3. Доказать, что для того, чтобы транспортная задача в закрытой фор-

ме была вырождена, необходимо и достаточно, чтобы существова-

ли такие I � f1; 2; : : : ;mg, J � f1; 2; : : : ; ng, что ∑i2I ai = ∑j2J bj .
4.4. Пусть bx — допустимый опорный вектор транспортной задачи, най-

денный методом северо-западного угла, а ex — методом минималь-

ного элемента. Найти такую транспортную задачу, чтобы

а) bx был оптимальным, а ex — нет,

б) ex был оптимальным, а bx — нет.

4.5. Решить транспортную задачу (72) с n = 4 складами и m = 4 пунк-

тами назначения, еслиa1 = 20; a2 = 30; a3 = 40; a4 = 50;b1 = 35; b2 = 35; b3 = 35; b4 = 35;c11 = 3; c12 = 6; c13 = 2; c14 = 3;c21 = 7; c22 = 1; c23 = 1; c24 = 3;c31 = 3; c32 = 3; c33 = 2; c34 = 6;c41 = 5; c42 = 5; c43 = 3; c44 = 2:
4.6. Решить задачу (85), в которойn = 2; m = 2;a1 = 10; a2 = 20;b1 = 10; b2 = 10;c11 = 1; c12 = 1;c21 = 2; c22 = 3:
4.7. Решить предыдущую задачу при дополнительном условии, что то-

вар со второго склада должен быть вывезен полностью. Указание:

положить c23 = M , где M — достаточно большое число.
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